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I. INTRODUCCIÓN 
En el presente Trabajo de Investigación se va abordar el estudio del problema de 
Elder, que trata de los procesos de convección libre en donde la masa del fluido es  
impulsada por el efecto de densidad variable causado por el gradiente térmico en su 
seno. 
En el estudio de problemas de cálculo numérico es necesario, por lo general, 
desarrollar programas específicos que permitan su resolución. Por ejemplo, programas 
como “NANOTIO2” (Gómez-Lopera et al., [2013-2014]), “DOPCALC” (Gómez-Lopera, 
[2013-2014]) y “PRODASIM” (Gómez-Lopera y col., [2005-2014]).  
En el caso que nos ocupa, utilizaremos los programas informáticos FAHET (Alhama 
y col. [2010a]), y Pspice (PSPICE 6.0, 1994), para obtener y resolver numéricamente el 
modelo matemático que rige el problema de Elder.  
Se analizará el arranque de la convección y la influencia del número de Rayleigh, 
parámetro adimensional que caracteriza el citado problema. Manteniendo este igual a 
400 (cambiando los parámetros de los que depende) y estudiar si cambian los patrones 
de convección o por el contrario se mantienen.  
 
I.1. OBJETIVOS DE ESTE TRABAJO: 
Los objetivos del presente Trabajo de investigación son los siguientes: 
1. Describir los fundamentos teóricos que rigen los procesos de flujo de fluidos con 
transporte de calor. 
2. Describir el estado del arte del problema de Elder. 
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3. Conocer y diseñar mediante FAHET los modelos de red con los que abordar el 
problema de Elder. 
4. Experimentar las posibilidades del programa FAHET, así como el resto de 
programas en los que se apoya tanto para hallar la solución numérica del modelo como 
para la presentación de los resultados obtenidos. 
5. Definir los grupos adimensionales que caracterizan el problema Elder, y 
comprobar que se trata de números que rigen correctamente el fenómeno de la 
convección.  
6. Estudiar los patrones del problema de Elder en estado transitorio y 
caracterizarlos en función del tiempo adimensional, mediante FAHET.  
7. Ejecutar simulaciones con FAHET para el arranque de la convección en el 
problema de Elder, conservando el número de Rayleigh=400  (variando los parámetros 
que definen esta constante adimensional). 
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I.2. PLANIFICACIÓN DEL PROYECTO. GRÁFICO GANTT: 
En la tabla siguiente se enumeran las diferentes tareas en las que se divide este 
trabajo, los tiempos asignados así como la fecha de inicio y finalización de cada una. Esta 
información se muestra de forma gráfica, en forma de diagrama Gantt, en la figura I.1.  
Nº ACTIVIDAD Horas Fecha inicio Fecha fin 
 
BÚSQUEDA DE BIBLIOGRAFÍA. REVISIÓN Y 
TRADUCCIÓN. 
65 15-11-13 13-12-13 
1 Búsqueda de bibliografía. 38 15-11-13 29-11-13 
2 Traducción bibliografía. 17 29-11-13 13-12-13 
3 ESTUD.INTROD.TEORÍA FÍSICA DE FLUJO DE AGUA 15 13-12-13 20-12-13 
4 ESTUD. PROBLEMA DE ELDER + INTR. MESIR 22 21-12-13 17-01-14 
 Estudio problema de Elder 14 21-12-13 15-01-14 
 Estudio Introducción a Mesir. 8 15-01-14 17-01-14 
5 ESTUD. MANUAL FAHET 14 17-01-14 24-01-14 
6 APRENDIZAJE FAHET 43 25-01-14 07-02-14 
 SIMULACION DE P. ELDER EN FAHET 65 08-02-14 07-03-14 
 Reticulado de 1500 celdas 32 08-02-14 28-02-14 
 Reticulado de 1600 celdas 33 28-02-14 07-03-14 
7 SIM. DIFERENTES PARAM CON RAYLEIGH =400 75 08-03-14 04-04-14 
8 COMPARATIVA RESULTADOS OBTENIDOS 35 04-04-14 16-04-14 
 Obtención de gráficas. 30 03-04-14 15-04-14 
 Comparativa de resultados. 5 15-04-14 16-04-14 
9 REDACCIÓN DEL TFM 195 16-04-14 27-06-14 
 Proceso de escritura 160 16-04-14 13-06-14 
 Primera Revisión 10 13-06-14 18-06-14 
 Segunda Revisión. Memoria Definitiva. 25 18-06-14 27-06-14 
11 Preparación presentación del TFM 25 27-06-14 04-07-14 
TIEMPO TOTAL ESTIMADO PARA LA REALIZACIÓN DEL TFM: 554 h 
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Figura I. 1.- Gantt: Tareas del trabajo. 
 
 
  
horas 65
horas 15
horas 22
horas 14
horas 43
horas 65
horas 75
horas 35
horas 195
horas 25
65
80
102
116
159
224
299
334
529
554
13-dic-14
20-dic-14
17-ene-14
24-ene-14
7-feb-14
7-mar-14
4-abr-14
18-abr-14
27-jun-14
4-jul-14
0 100 200 300 400 500 600
BUSQUEDA BIBLIOGRAFÍA
ESTUD.INTROD.TEORÍA FÍSICA DE FLUJO DE
AGUA
ESTUD. PROBLEMA DE ELDER + INTR. MESIR
ESTUD. MANUAL FAHET
APRENDIZAJE FAHET
SIMULACION DE P. ELDER EN FAHET
SIM. Diferentes param con Rayleigh =400
COMPARATIVA RESULTADOS OBTENIDOS
REDACCIÓN TFM
PREPARACION PRESENTACION
horas
CAPÍTULO I: INTRODUCCIÓN. 
 
  9 
I.3. ESTRUCTURA DE LA MEMORIA: 
Esta memoria  se compone de 10 capítulos: 
En el Capítulo 1 “I. INTRODUCCIÓN” se hace una breve introducción al tema, 
donde se describe los objetivos de este trabajo, se detallan las fases del mismo, el  
procedimiento así como la estructura de esta memoria.  
En el Capítulo 2 “II. MARCO CONCEPTUAL Y FUNDAMENTOS TEÓRICOS QUE 
RIGEN LOS PROCESOS DE FLUJO DE FLUIDOS CON TRANSPORTE DE CALOR” se  describe 
y desarrolla la teoría de flujo de agua con transporte de calor  en medios porosos. 
En el Capítulo 3 “III. ESTADO DEL ARTE DEL MÉTODO DE SIMULACIÓN POR REDES 
(MESIR)”, se detallan los fundamentos del Método de Simulación por Redes (MESIR de 
ahora en adelante), González Fernández [2002] y los modelos en red asociados a las 
ecuaciones de gobierno que rigen estos procesos: ecuaciones en diferencias finitas más 
condiciones iniciales y de contorno. 
En el Capítulo 4 “IV.  PROGRAMA FAHET”, se describe las bases, la utilidad y 
funcionamiento del programa FAHET (Alhama y col. [2010]).  
En el Capítulo 5 “ESTADO DEL ARTE DEL PROBLEMA DE ELDER”, se pormenoriza el 
estado de arte del problema de Elder. 
En el Capítulo 6 “DESARROLLO DEL TRABAJO”, se detalla el trabajo realizado: 
primeramente se realiza el estudio del problema de Elder con FAHET. En segundo lugar se 
realizan varias simulaciones, mediante el mismo programa, variando los valores de las 
variables características (excepto la altura H y la gravedad g) pero conservando el Ra=400. 
Para finalmente comparar los patrones obtenidos en las simulaciones con los obtenidos 
en el estudio inicial del problema. 
Finalmente el Capítulo 7 “CONCLUSIONES”, se detallan las conclusiones a las que 
se han llegado. 
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En el Capítulo 8 “REFERENCIAS”, se recoge la bibliografía en las que aparecen las 
referencias utilizadas.   
Y por último se incluye en el capítulo  9 “ANEXOS” el tutorial de funcionamiento y 
manejo de FAHET. 
II. MARCO CONCEPTUAL Y FUNDAMENTOS TEÓRICOS QUE RIGEN LOS PROCESOS DE FLUJO DE 
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II. MARCO CONCEPTUAL Y FUNDAMENTOS TEÓRICOS QUE RIGEN LOS PROCESOS DE 
FLUJO DE FLUIDOS CON TRANSPORTE DE CALOR: 
II.1 INTRODUCCIÓN:  
Los fundamentos teóricos se deducen de los principios físicos del movimiento de 
fluidos en medios porosos con transporte de calor. El modelo matemático está 
constituido por ecuaciones diferenciales acopladas referidas a las variables flujo de fluido 
y flujo de calor, en condiciones no estacionarias, y se enuncian generalmente en función 
de los potenciales de estas variables. Las ecuaciones diferenciales resultantes, acopladas 
y en general no lineales (por lo que es preciso recurrir a métodos numéricos para su 
resolución) se reducen cuando es posible llegar a sus formas adimensionales 
simplificadas, para abordar las soluciones más universales. 
 
II.2 FLUJO DE DENSIDAD VARIABLE CON TRANSPORTE DE CALOR:  
Cuando los patrones de flujo de un fluido se deben a cambios de densidad en el 
mismo, con independencia de la causa de estos cambios (temperatura o concentración), 
decimos que se trata de un flujo asociado a densidad variable o flujo de densidad variable 
(‘density-driven flow’). Otro nombre menos empleado es el de flujo inducido por flotación 
(‘bouyancy-induced flow’). La flotación es una fuerza asociada a las diferencias de 
densidad en el seno de un campo gravitatorio. El patrón estacionario de este tipo de 
flujos se caracteriza porque el campo de densidades depende de la posición si se trata de 
un flujo estacionario; si es transitorio, la densidad depende de la posición y el tiempo. 
Fenómenos de este tipo pueden ocurrir en fluidos libres constituidos por una o más fases 
donde la temperatura no es constante en el dominio, o en el seno de medios porosos. 
Cuando coexisten una fase fluida y una sólida (esta última en reposo o con 
velocidad despreciable en comparación con la del fluido), que permite la circulación del 
fluido en su seno, hablamos de flujo en medios porosos. El flujo entre los intersticios de 
II. MARCO CONCEPTUAL Y FUNDAMENTOS TEÓRICOS QUE RIGEN LOS PROCESOS DE FLUJO DE 
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este medio puede ser debido a cambios de densidad y éste es el objeto de la teoría que 
presentamos en este apartado. La densidad a que se refiere la influencia en el patrón de 
flujo es la del fluido, ρf, que depende esencialmente de la temperatura y en mucho menor 
grado de la presión. La dinámica de estos fluidos, en contraposición a la de los fluidos que 
llenan todo el espacio o fluidos libres, se ajusta bien a la ley de Darcy [1856]. 
La densidad obviamente influye en el patrón de flujo pero, a su vez, éste influye en 
los cambios de densidad; de esta forma existe un fuerte acoplamiento entre ambas 
influencias. Así, a menudo, en los procesos de flujo de densidad variable no solo se 
estudia la densidad sino también la variable que tiene más influencia en ésta. En los 
fenómenos de calentamiento o enfriamiento es la temperatura la que causa los cambios 
de densidad en el sistema. 
Con todo, la concurrencia de cambios espaciales y temporales de la temperatura 
no es suficiente para clasificar el patrón de flujo como ‘flujo de densidad variable’ pues su 
efecto puede ser despreciable en comparación con el debido a otras causas 
(principalmente, definidas por las condiciones de frontera del dominio como, por 
ejemplo, la velocidad del flujo subterráneo regional). Sin embargo, puede darse una 
situación en donde pequeñas diferencias en la densidad induzcan patrones de flujo 
completamente diferentes a los que se darían si el fluido tuviera densidad constante. La 
convección natural o libre de un fluido es, probablemente, el efecto mejor conocido: el 
calentamiento de un radiador en una habitación cerrada da lugar a que el aire 
circundante al mismo ascienda y produzca un patrón de flujo específico en la habitación 
que dependen de las propiedades físicas del aire, de la diferencias de temperatura y de la 
geometría de la habitación.  
En los apartados siguientes se describen las leyes físicas del flujo de agua 
subterránea con transporte de calor en el seno de un medio poroso. Estas leyes 
constituyen las ecuaciones de gobierno del proceso. 
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II.2.1 Propiedades del agua que influyen en este proceso: 
Las propiedades del agua que se tienen que considerar en el estudio de procesos 
de flujo debidos a densidad variable son la densidad, viscosidad y compresibilidad, más el 
calor específico, la conductividad térmica y el coeficiente de expansión térmica, 
características físicas asociados al problema térmico.  
La influencia de la temperatura y la presión pueden encontrarse en textos y 
trabajos en este campo tales como: Thiesen y col. [1900], Wooding [1957], Bejan [1987] y 
Yusa y Oishi [1989], para la influencia de la temperatura en la densidad; Dorsey [1940, 
para la influencia de la temperatura en la viscosidad y Yusa y Oishi [1989], Häfner y col. 
[1992] para la influencia de la temperatura en el calor específico, en la conductividad 
térmica y en la difusividad; INTRAVAL [INTRAVAL, 1991] para la influencia de la presión en 
la densidad y Joseph [1976] para la influencia de la presión en la compresibilidad. 
De acuerdo con Holzbecher [1998], la densidad del agua varía con la temperatura 
T, en grados Celsius, de acuerdo con la expresión: 
ρT = 10001 − 
.



.      (1.1) 
Los cambios de densidad son inferiores al 1% para un rango de temperaturas de 0 
a 40ºC. 
La influencia de la presión en la densidad es un efecto aún mucho menor que el de 
la temperatura. De acuerdo con INTRAVAL [1991] y Holzbecher [1998], esta dependencia 
se expresa en la forma: 
ρP = ρe,.
 !! "      (1.2) 
Para un acuífero profundo de 600 m de profundidad, # = $	&	ℎ = 5.8 ∙ 10	#+, y de 
acuerdo con esta expresión el incremento de densidad es del 0.3%. 
Otra influencia generalmente despreciable es la de la temperatura en la viscosidad 
aunque, ciertamente, es una hipótesis demasiado estricta. De acuerdo con Holzbecher 
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[1998], esta dependencia (con la temperatura en grados Kelvin) puede expresarse en la 
forma: 
μT = 101 + 0.015512T − 293.15"    (1.3) 
Para temperaturas de 10 a 30 ºC, la viscosidad varía del orden de ±14% en relación a su 
valor a 20 ºC.  
Sin embargo, habitualmente, las medidas de campo de propiedades físicas de los 
acuíferos son las de la conductividad hidráulica (en lugar de la viscosidad), 1 = 	2	$3	&/5, 
donde las influencias de ρ y µ aparecen agrupadas; dado que la permeabilidad k puede 
variar un orden de magnitud o más para un mismo acuífero, las variaciones de densidad 
ejercen poca influencia en el patrón y pueden definitivamente despreciarse. 
 
 
II. 2.2 Procesos físicos y ecuaciones de gobierno: 
II.2.2.1 Procesos físicos  
En primer lugar se describen los procesos físicos que conducen a las ecuaciones de 
gobierno. Estos son: el flujo regional (ley de Darcy), la convección asociada a los cambios 
de densidad y la difusión. 
Flujo regional 
El agua subterránea se desplaza desde las zonas de recarga por la influencia de la 
gravedad (debido a irrigación o escorrentías, lluvia, drenajes, fronteras con otros 
acuíferos, etc.), hacia las zonas de descarga (ríos, manantiales, zonas de evaporación, 
zonas de bombeo o el mar). Los hidrogeólogos hacen mapas de estos flujos 
representando la altura piezométrica (potentiometric head) h(m), una variable 
relacionada con la presión local p (Pa), por la expresión: 
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hp = 89: − z        (1.4) 
donde < (m/s2) es la aceleración de la gravedad, = (kg/m3) la densidad del fluido y > (m) 
la altura respecto de una referencia Kolditz y col., [1998]. 
La altura piezométrica es una variable más fácil de medir en campo que la presión, 
de ahí la preferencia de trabajar con esta variable por los hidrogeólogos. Sin embargo, en 
fluidos donde la densidad es variable, trabajar con la altura piezométrica se hace más 
engorroso ya que es preciso medir la densidad local para evaluarla. Esto ha conducido a la 
definición de ‘altura piezométrica equivalente de agua dulce’ (equivalent freshwater 
head), hef (m) cuya relación con la presión es (según Holzbecher, [1998]): 
p = ρg	h@A         (1.5) 
donde ρo es la densidad del agua dulce. Muchos hidrogeólogos encuentran más fácil 
conceptualmente trabajar con la variable hef que con la presión Narayan y Amstrong, 
[1995]. A partir de aquí, en esta memoria, el significado de la altura h será el de hef. 
El movimiento de agua subterránea se describe mediante la ley de Darcy [1856], 
una relación empírica que muchos autores han tratado de deducir mediante las leyes de 
la dinámica de fluidos Bear, [1972].  
Aunque mucho se ha discutido en la literatura acerca de la idoneidad de esta ley 
para describir estos procesos de flujo, lo cierto es que la mayor parte de los modelos de 
flujo de agua subterránea están basados en ella. La ley de Darcy es la conservación del 
momento lineal de un fluido en un medio poroso, (Georgiadis y Catton [1988], Nield y 
Bejan [1992] y Hassanizadeh y Leijnse [1988]). En términos de la presión, esta ley se 
enuncia de la forma, Holzbecher, [1998]: 
q = DE ∇p − ρg        (1.6) 
siendo q (m/s) la llamada velocidad de Darcy o flujo de Darcy, producto de la velocidad 
del fluido, v (m/s), por la porosidad ϕ; k (m2) es la matriz de permeabilidad y µ (kg m-1s-1) 
la viscosidad dinámica. La ecuación de Darcy expresada en términos de la altura 
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piezométrica equivalente de agua dulce se obtiene sustituyendo (1.5) en (1.6), Diersch 
[1996]: 
q = −K∇	h − 99 g       (1.7) 
siendo h la altura piezométrica equivalente y K (m/s) la conductividad hidráulica. 
K = D	9 	:E          (1.8) 
El flujo de agua subterránea local es un flujo de tipo advectivo o convectivo 
(arrastre), inducido por las condiciones de contorno: altura piezométrica constante, flujo 
constante, recarga o extracción (bombeo); algunas veces es referido como de convección 
forzada, Holzbecher y Yusa [1995]. 
 
Convección inducida por cambios de densidad 
La ecuación de Darcy, (1.6) o (1.7) contiene un término asociado con la densidad 
del fluido, la cual depende de la temperatura. Si la densidad del fluido que ocupa la parte 
superior es mayor que la del fluido que ocupa la parte inferior, el primero tiende a 
descender originándose la creación de celdas de convección en las que el fluido está 
continuamente recirculando, (Raffensperger y Vlassopoulos [1999], Wooding y col. [1997] 
y Simmons y col. [1999a y b]). Este movimiento del fluido es referido también como 
convención natural o libre, Holzbecher y Yusa [1995].  
Difusión 
La difusión de calor se rige por la ecuación de conducción ∇ ∙ j = −ρc@	∂T ∂t⁄  , 
donde = es la densidad, ce el calor específico del medio, T la temperatura y t el tiempo. 
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La densidad de flujo de calor, j, se relaciona con la temperatura por medio de la 
ley de Fourier: j = −k	∇T, donde k es la llamada conductividad térmica del medio. La 
aplicación de esta ley a un medio de porosidad φ da lugar a la ecuación: 
ρNc@,N O
OP = kN∇
T       (1.9) 
donde el subíndice m se refiere al valor del parámetro correspondiente en el medio 
formado por los dos componentes: fluido y el propio medio poroso. El cociente 
QR STR		UV,RW⁄  es la llamada difusividad media Dm. 
 
II.2.2.2 Ecuaciones generales de gobierno 
Para una deducción detallada de las ecuaciones de gobierno puede consultarse la 
documentación proporcionada por el código FAST-C (Holzbecher, [1998], Bejan [1987]). 
Los principios de conservación (teorema de transporte de Reynolds) 
Constituyen la base de las ecuaciones de transporte para el fluido y el calor. 
Considérese una propiedad τx, y, z que se propaga con la velocidad del fluido Vt .  En 
una región R limitada por la superficie S, la conservación de [ supone que su cambio total 
en R es el cambio local dentro de la región más el flujo neto de salida a través de S: 
\
\P ] τdR = ]
O`
OP dR +aa ] τv`. ndSe      (1.10) 
donde n es el vector unitario normal a S. La conservación de τ establece que: 
] O`OP dR +a ] τv`. ndSe = 0      (1.11) 
expresión que, con el teorema de Gauss  ] τv`. ndS =f ] ∇. τv`dRa , se reduce a: 
] O`OP dR +a ] ∇. τv`dRa = 0      (1.12) 
y, como se trata de una región arbitraria: 
O`
OP + ∇. τv` = 0        (1.13) 
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Ahora bien, es necesario distinguir dos tipos de velocidad: la de la propiedad 
conservada, vτ, y la del fluido, v. Si [ se refiere a la propia masa de fluido ambas 
velocidades son idénticas, pero si se refiere al transporte de calor no lo son, ya que éste 
puede extenderse más rápidamente o más lentamente que el fluido que lo transporta 
(debido al efecto de difusión). Reorganizando los términos de la ecuación anterior: 
O`
OP + ∇. τv` + ∇. Sτv` − vW = 0     (1.14) 
donde las dos velocidades son genéricas en tanto que aplicables a cualquier tipo de 
propiedad conservativa que viaja con el fluido. Esta ecuación es la base para la deducción 
de las ecuaciones de transporte de flujo y calor. Para la ecuación de flujo v = vτ y [ = g=, 
donde φ es la matriz porosidad, con lo que la ecuación anterior queda en la forma: 
Oh9
OP + ∇. φρv = 0       (1.15) 
Para el transporte de soluto se conserva su energía, g=j; las velocidades v y vτ pueden 
diferir. Quedando la ecuación (1.15) reducida a: 
Oh9k
OP + ∇. φρcv + ∇. φρcv − velm" = 0   (1.16) 
En suma, las ecuaciones (1.15) y (1.16) son la base de todas las formas de 
ecuaciones de gobierno. Para completarlas es necesario añadir las ecuaciones que 
describen la porosidad, φ , la densidad, ρ y las velocidades v y vsol. 
 
La ecuación del flujo de fluido 
La combinación del principio de conservación, ec. (1.15), con la ley de Darcy, ec. 
(1.6) o (1.7), asumiendo constantes los parámetros ρ , µ, φ y k conduce a la ecuación de 
gobierno para el agua subterránea (formuladas con la presión): 
Oh9
OP = ∇. nρ
D
E ∇p − ρgo      (1.17) 
en la que solo la presión se mantiene como variable dependiente. La ecuación de estado 
ρ = ρc, T, p, que se simplifica a ρ = ρc, será necesaria para resolver (1.17). 
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La ecuación de transporte 
En ausencia de generación interna de calor y asumiendo despreciable la disipación 
térmica por efectos viscosos, el balance de calor puede escribirse en la forma: 
ρAc@,A nσ O
OP + v∇To = kN∇
T     (1.18) 
donde el subíndice f se refiere a propiedades del fluido y m a propiedades globales del 
medio; σ es la relación de calores específicos por unidad de masa entre el medio global 
(fluido y poros) y el fluido: 
q = r9skt,sh9ukt,u9skt,s =
9vkt,v
9skt,s
     (1.19) 
Adviértase que km emerge como propiedad agregada, combinación de las 
conductividades de los dos componentes del medio poroso saturado: 
kN = φkA + 1 − φke       (1.20) 
La ecuación (1.18) desarrollada en 2-D, la utiliza FAHET, se escribe como: 
σ O
OP + u
O

Ox + v
O

Oy = Dx∇
T + Dy∇T   (1.21) 
donde Dx y Dy son las llamadas difusividades térmicas del medio poroso homogéneo: 
Dx = Dv,{9skt,s             Dy =
Dv,|
9skt,s
       (1.22) 
 
II.2.2.3 Formulación con la altura piezométrica 
La mayor parte de los programas de simulación utilizan esta formulación. 
Midiendo z positivo hacia abajo (dirección de g), la altura piezométrica se define como ,h 
= (p/ρg) - z. La ley de Darcy en términos de h es: 
q = −K∇h             1 = }~       (1.23) 
con lo que, sustituyendo h, tenemos: 
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q = − DE ∇ρgh + z − ρge = −
D
E ρ∇hg + h + zρ∇ρ =
		−K∇h − DE h + zg∇ρ                                    (1.24) 
En términos de la altura piezométrica equivalente de agua dulce, hf, definida 
como: 
hA = 89 : − z         (1.25) 
Si 
KA = 9 :E k         (1.26) 
la velocidad es: 
q = −KA ∇hA − 99 9 g       (1.27) 
La sustitución de estas expresiones de la velocidad en la ecuación de continuidad 
del flujo conduce a la ecuación diferencial del flujo para las variables h o hf Sender y Fogg, 
[1990]. En la formulación de las ecuaciones de gobierno con la variable h, se trabaja con 
el parámetro conductividad hidráulica del agua, muy familiar para los hidrogeólogos; sin 
embargo, la propia variable h es artificial ya que no se puede medir directamente en 
campo. Además, la formulación habitual de las condiciones de contorno, habitualmente 
dadas en términos de la presión, deben ser convertidas a la variable h. 
 
II.2.2.4 Formulación con la función de corriente 
Para flujos 2-D que satisfacen la aproximación de Boussinesq, ∇v = 0, se puede 
definir una función de corriente,  (m2/s) en la forma: 
O
Ox = q            
O
O = −qx      (1.28) 
Esta expresión es la formulación 2-D de la ecuación vectorial v = ∇	Ψ (adviértase 
que un cambio de signos en las definiciones anteriores conduce a una función de 
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corriente diferente). Para un dominio de anchura unidad las diferencias de , entre dos 
líneas de corriente, indican el flujo volumétrico (m3/s) entre dichas líneas. Esta propiedad 
es a menudo utilizada en las representaciones gráficas donde los incrementos entre 
líneas, ∆, son constantes: las velocidades (tangentes a las líneas de corriente) son altas 
en las zonas de mayor estrechamiento entre líneas, mientras que velocidades y caudales 
son relativamente bajos donde las líneas se ensanchan. A pesar de que es una variable de 
medida indirecta, la formulación 2-D mediante la función de corriente tiene la ventaja de 
que una única variable escalar (la componente de  perpendicular al dominio) describe 
completamente el flujo Peyret y Taylor, [1985] y Frind y Matanga, [1985]. Además es 
posible la representación de flujos transitorios con ciertas precauciones en su 
interpretación, ya que las líneas de corriente y las líneas de flujo no son coincidentes en 
este caso. 
Una visión global del concepto de función de corriente puede encontrarse en 
Zheng y Bennett, [1995]. 
Adviértase que los valores absolutos de  son arbitrarios; estos se establecen 
respecto a un cierto valor de referencia dado elegido por el programador (lo que importa 
son sus diferencias entre dos puntos del dominio). Los valores de  en las fronteras del 
dominio se obtienen usando las ecuaciones en forma discretizada: ΔΨx = qzΔx y 
ΔΨz = qxΔx   donde ∆ es el flujo por unidad de anchura. 
La ecuación de flujo junto con la ley de Darcy para el caso más general (medio 
anisótropo) conducen a la ecuación de flujo: 
O
Ox 
E
D
O
Ox +
O
O 
E
D{
O
O =
O
Ox 
E
D
q − OO 
E
D{
qx = −g O9Ox (1.29) 
Así, la ecuación anterior para el flujo, con la definición de la función de corriente y 
la (1.21) para el soluto, constituyen el conjunto más general de ecuaciones diferenciales 
(no adimensionales) que rigen el flujo de agua con transporte de soluto no reactivo, ya 
que permite asumir valores no constantes para los parámetros ρ, µ y D. 
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Además de la mencionada ventaja de definir completamente el patrón de flujo a 
partir de una única variable escalar, el uso de la función de corriente tiene otras ventajas 
en relación con la elección de las variables independientes clásicas p y c, Evans y 
Raffensperger, [1992]. Amén del valor inherente en soluciones analíticas, la función de 
corriente presenta ventajas significativas cuando se usa en simulaciones numéricas si los 
gradientes hidráulicos implicados son muy pequeños Frind y Matanga, [1985], como 
ocurre en el flujo asociado a densidad variable. En particular, y ésta es quizás la razón de 
peso más importante, cualquier solución del campo de flujo en términos de la función de 
corriente garantiza la conservación de la masa del fluido. Con las formulaciones que usan 
las variables presión o altura piezométrica debe tenerse mucho cuidado. De acuerdo con 
Patankar [1980], las discretizaciones de segundo orden (diferencias centrales) de las 
ecuaciones de la presión o de la altura piezométrica conducen implícitamente a la 
continuidad del flujo en celdas no adyacentes; esto produce un campo ondulante de 
presiones que resulta problemático a la hora de calcular las velocidades del flujo. Este 
problema no existe en la formulación numérica que usa como variable la función de 
corriente ya que, incluso cuando se llegan a soluciones erróneas o no convergentes, la 
conservación de la masa está asegurada. Es interesante apuntar que la conservación de 
masa es doblemente controlada en este campo con el uso del método de simulación por 
redes, ya que la ley de corrientes de Kirchhoff (inherente en los modelos en red) expresa 
la conservación de la corriente eléctrica que representa los flujos de soluto y de agua. 
A diferencia de las formulaciones de presión y altura piezométrica, incluso cuando 
estas variables se obtienen con precisión, las velocidades pueden calcularse fácilmente a 
partir de la función de corriente y son consistentes de nodo a nodo Yeh, [1981] y Voss, 
[1984]. Por otro lado, las estimaciones de la descarga específica introducen errores 
añadidos en las formulaciones de presión y altura piezométrica debido al cálculo de la 
densidad media de la cual depende, errores que son en general mayores que los debidos 
a los cálculos de presión en los nodos. Esta nueva causa de error se elimina con el uso de 
la función de corriente. Todo lo anterior incide en que las soluciones del campo de 
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velocidades con esta última formulación tienda a converger más rápidamente y con 
mayor estabilidad numérica que en las formulaciones de presión y altura piezométrica. 
No obstante, el uso de la función de corriente asume implícitamente flujo 
estacionario con cambios despreciables en el almacenamiento. Mientras que ésta no es 
una hipótesis severa en problemas de convección libre sí lo es cuando se trata de flujos 
en las cercanías de pozos de bombeo o cuando los dominios del agua subterránea están 
sometidos a presiones elevadas. La función de corriente no es una variable que se pueda 
medir directamente sino que se calcula a partir de otras como la descarga específica, la 
presión o la altura piezométrica. 
Otras desventajas del uso de la función de corriente están relacionadas con las 
dificultades para especificar ciertas condiciones como fuentes o sumideros en el fluido o 
el propio nivel freático Frind y Matanga, [1985]. También, la implementación de flujos en 
tres dimensiones es otro inconveniente, si bien Bear propone alguna alternativa a esta 
solución  Bear, [1972]. A pesar de todo, hay muchas situaciones hidrológicas en las que es 
preferible el uso de la función de corriente a las otras formulaciones clásicas. Con todo lo 
anterior, la formulación en base a la función de corriente ha sido la aceptada para 
elaborar los modelos en red generados por FAHET. 
 
II.2.2.5 Formulación adimensional 
Dado que el coeficiente de difusión tiene carácter escalar, es posible formular las 
ecuaciones de gobierno en forma adimensional. De acuerdo con la definición de las 
variables adimensionales existen dos tipos de formulaciones adimensionales clásicas, la 
derivada del planteamiento de Henry para el caso análogo de flujo con transporte de 
soluto, adoptada posteriormente por (Lee y Cheng [1974], Croucher y O’Sullivan [1995], 
Gotoback y col. [2003], y Holzbecher [1998)]).  
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Adimensionalización de Henry  
Introduciendo las variables adimensionales: 
x ʹ = xm           (1.30a) 
yʹ = y\         (1.30b) 
Tʹ = 

          (1.30c) 
qʹ = q \         (1.30d) 
t ʹ = t \         (1.30e) 
donde l y d son la longitud y profundidad del medio, respectivamente, las ecuaciones de 
gobierno quedan en la forma: 
Oʹ
Oxʹ +
Oʹ
Oyʹ =


O
ʹ
Oxʹ         (1.31) 
O
ʹ
Oxʹ +
O
ʹ
Oyʹ −

 
Oʹ
Oyʹ
O
ʹ
Oxʹ −
Oʹ
Oxʹ
O
ʹ
Oyʹ =
O
ʹ
OPʹ     (1.32) 
Adimensionalización de Holzbecher 
Introduciendo las variables adimensionales: 
x ʹ = x         (1.33a) 
yʹ = y         (1.33b) 
Tʹ = 


v{
        (1.33c) 
vʹ = v          (1.33d) 
t ʹ = t          (1.33e) 
Ψʹ =          (1.33f) 
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donde Tmín y Tmáx representan valores típicos del problema y H es una longitud 
característica (normalmente la profundidad del acuífero), y asumiendo una dependencia 
lineal de la ecuación de estado, de la forma: 
ρ = ρ1 − β∆T         (1.34) 
 
Las ecuaciónes de flujo y transporte pasan a escribirse en la forma: 
Oʹ
Oxʹ +
Oʹ
Oyʹ = Ra
O
ʹ
Oxʹ        (1.35) 
O
ʹ
Oxʹ +
O
ʹ
Oyʹ − 
Oʹ
Oyʹ
O
ʹ
Oxʹ −
Oʹ
Oxʹ
O
ʹ
Oyʹ =
O
ʹ
OPʹ      (1.36) 
donde el coeficiente adimensional Ra es el llamado número de Rayleigh: 
Ra = ∆9:E          (1.37) 
La relación entre a y b, ecuaciones (1.35) y (1.36) y el número de Rayleigh de 
Holzbecher es: 
Ra = ab        (1.38) 
Donde la difusividad de Holzbecher está relacionada con la de Henry por la 
expresión αHol = αHen. 
Lord Rayleigh en 1916 estudió el flujo de densidad variable en fluidos puros en su 
conocida publicación en la que obtuvo el número adimensional que caracterizaba el 
sistema, Ra, definido como: 
Ra = ∆9:

E          (1.39) 
Se trata de un número diferente al definido en (1.37), obtenido del último 
multiplicándolo por el cociente adimensional k/H2. En realidad fue Lapwood [1948] quien 
adaptó los estudios de Rayleigh al medio poroso; de ahí que el Ra de la expresión (1.37) 
se conozca en muchos trabajos antiguos como el número de Lapwood (algunos autores 
también lo denominan número de infiltración de Rayleigh). 
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II.2.3 Condiciones de frontera: 
En las fronteras del dominio deben especificarse condiciones para cada variable 
dependiente a fin de que el problema quede determinado matemáticamente (tenga 
solución única). Dos son las condiciones de contorno (cuyos significados físicos se indican 
en la tabla II.1) que se dan con generalidad en estos problemas. Otros tipos de 
condiciones podrían eventualmente aplicarse por ejemplo condiciones de tercera clase o 
de Cauchy, pero no se especifican al no constituir un objetivo de las aplicaciones de 
FAHET. 
 
Tabla II.1 Condiciones de contorno y su significado físico. Fuente: FATSIM-A (Alhama y col. [2010a, 2010b]) 
 
Las ecuaciones matemáticas que recogen estas condiciones son las siguientes: 
Variable concentración de soluto 
Condición de contorno de primera clase (Dirichlet) 
Se especifica la temperatura en la frontera como una función generalmente 
dependiente de la posición y el tiempo, T’(r’frontera,t). El caso T’(r’frontera,t) = 0 se llama 
condición de contorno homogénea de primera clase. 
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Condición de contorno de segunda clase (Neumann) 
Se especifica el valor de ∂T’/∂n normal a la frontera. El caso ∂T’/∂n’ = 0 se conoce 
como condición de contorno homogénea de segunda clase. 
Variable función de corriente 
Condición de contorno de primera clase 
Se especifica como una función generalmente dependiente de la posición y el 
tiempo, Ψ’(r’frontera,t). El caso Ψ’(r’frontera,t) = 0 se llama condición de contorno 
homogénea de primera clase. Esta condición está asociada a la impermeabilidad. De 
acuerdo con la definición de velocidad, si Ψ’(y’,x’=constante) = Ψ’o,x, la condición implica 
que v’x = 0, no hay flujo en la frontera en la región x’=constante., mientras que si .            
Ψ’ (y’=constante, x’) = Ψ’o,y, la condición implica que v’y = 0, no hay flujo en la frontera en 
la región y’=constante. En general suele especificarse alguna de las dos condiciones 
citadas quedando la otra como una incógnita que se obtiene en la resolución del 
problema. 
Condición de contorno de segunda clase (Neumann) 
Se especifica el valor de ∂ Ψ’/∂n’ normal a la frontera. El valor ∂ Ψ’/∂n’ = 0 se 
conoce como condición de contorno homogénea de segunda clase; se trata de una 
condición de impermeabilidad para el flujo y cabe distinguir dos casos: (i) la condición ∂ 
Ψ’/∂x’ = 0 en la frontera y’ = constante, implica v’y = 0 (no hay flujo en la dirección normal 
a la frontera) por lo que dicha condición es equivalente a ψ’ = constante en la misma 
frontera; (ii) la condición ∂ Ψ’/∂x’ = 0 en la frontera x’ = constante, implica v’y = 0, (el flujo 
paralelo a la frontera tiene un valor nulo). Otros dos casos similares pueden plantearse 
para ∂ Ψ’/∂y’ = 0 en la frontera y’ = constante (que implica v’x = 0 a lo largo de la frontera) 
y para ∂ Ψ’/∂y’ = 0 en la frontera x’ = constante (que implica v’x = 0). 
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En el caso no homogéneo, ∂ Ψ’/∂n’ = constante, podemos distinguir: (i) la 
condición ∂ Ψ’/∂x’ = constante en la frontera y’ = constante, implica v’y = constante (el 
flujo en la dirección normal a la frontera es constante); (ii) la condición ∂ Ψ’/∂x’ = 
constante en la frontera x’ = constante, implica v’y = 0, (el flujo paralelo a la frontera tiene 
un valor constante, la causa de esta condición suele ser un gradiente de presiones 
constante a lo largo de la frontera). Otros dos casos similares pueden plantearse para  
∂Ψ’/∂y’ = constante en la frontera y’ = constante (que implica v’x = constante a lo largo de 
la frontera) y para ∂ Ψ’/∂y’ = constante en la frontera x’ = constante (que implica v’x = 
constante). 
En la tabla II.2 se resumen los tipos anteriores de condiciones de contorno. Las 
condiciones iniciales solo afectan a la temperatura y suelen especificarse definiendo la 
función T’(t’= 0,x’,y’) = Tini(x’,y’). Lo más general es definirlas en la forma T’(t’ = 0,x’,y’) = 
constante. 
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Tabla II.2 Resumen de las expresiones  de contorno más comunes. Fuente: FATSIM-A (Alhama y col. 
[2010a, 2010b])
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III. ESTADO DEL ARTE DEL MÉTODO DE SIMULACIÓN POR REDES (MESIR): 
III.1 DESCRIPCIÓN DEL MESIR:  
El método de simulación por redes es una técnica para el estudio de cualquier 
proceso físico que pueda definirse mediante un modelo matemático o conjunto completo 
de ecuaciones, generalmente en derivadas parciales acopladas o no. Partiendo de éstas el 
procedimiento consiste en dos etapas bien diferenciadas: en primer lugar, en elaborar un 
“modelo en red” o circuito eléctrico equivalente al proceso, y en segundo lugar, en 
simular dicho proceso obteniendo la solución del modelo en red mediante un programa 
adecuado de resolución de circuitos eléctricos. 
Una descripción detallada del método, con numerosas aplicaciones a los campos 
de transporte a través de membranas, transferencia de calor, sistemas de reacción 
química, transferencia de masa en soluciones electrolíticas y no electrolíticas, y 
fenómenos electrocinéticos en suspensiones coloidales, puede encontrarse en el libro de 
González-Fernández [2002]. En los últimos años el método ha sido aplicado con éxito en 
otros campos de investigación, tales como transporte de calor en fluidos, sistemas 
caóticos, vibraciones mecánicas, elasticidad, problemas inversos, etc., incluyendo el 
campo que nos ocupa de flujo asociado a densidad variable con transporte de soluto 
(Moreno y col. [2007], Alhama y col. [2003a-b, 2004], Zueco y Alhama [2006, 2007], Zueco 
y col. [2004, 2005, 2006a-b] y Soto y col. [2007b-d]), así como en el diseño de programas 
educativos (Lopera y Alhama. [2008] y Alhama y Del Cerro [2010a-b]). 
 
III.2. FUNDAMENTOS DEL MESIR: 
La equivalencia formal entre el modelo en red y el proceso físico reside en que 
ambos se rigen por las mismas ecuaciones discretizadas en el espacio, es decir por las 
mismas ecuaciones diferenciales en diferencias finitas, referidas a un elemento de 
volumen o celda, y las mismas ecuaciones discretizadas para las condiciones de contorno. 
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La técnica para elaborar el modelo en red consiste en reticular el espacio en 
elementos de volumen o celdas elementales; al aplicar a estas celdas de tamaño finito las 
ecuaciones diferenciales, se obtienen un conjunto de ecuaciones diferenciales en 
diferencias finitas que se constituyen en el punto de partida para la obtención del modelo 
en red correspondiente; una vez establecida la correspondencia entre variables 
dependientes del problema y variables eléctricas, tensiones e intensidades, los resultados 
de la simulación se pueden interpretar en términos del proceso que se modela. La 
asociación de celdas, de acuerdo con la geometría del problema, configura el modelo en 
red correspondiente a todo el medio finito, que es tanto más preciso cuanto mayor sea el 
número de éstas (Alhama [1999]). Las condiciones de contorno e iniciales se incorporan al 
modelo de manera simple. 
En los procesos de transporte se establece una correspondencia entre variables 
flujo por un lado (densidad de corriente eléctrica con flujo de calor, flujo de masa, ...) y 
variables tipo potencial por otro (potencial eléctrico con temperatura, concentración, ...), 
pero es posible establecer otras analogías aún en procesos físicos que describan el 
transporte de una determinada magnitud. Por ello, el que los procesos de flujo debido a 
densidad y transporte de soluto admitan redes eléctricas equivalentes, supone no sólo la 
equivalencia matemática sino, también, la equivalencia física entre las variables 
características de unos y otros procesos. 
El planteamiento formal que sirve de base para el desarrollo del MESIR es la 
“teoría de redes” de Peusner [1987], en la que se apoya su “termodinámica de redes”; la 
teoría de redes a su vez se sustenta en la teoría de circuitos a partir de una generalización 
de sus variables conjugadas, corriente eléctrica y diferencia de potencial (d.d.p.). Los 
modelos en red son para Peusner una representación exacta de las características 
matemáticas de los procesos que describen. El MESIR es, por otro lado, un método de 
simulación en tanto que incluye la resolución numérica del modelo en red. Así, las 
variables flujos y fuerzas características del mismo deben satisfacer las leyes de Kirchhoff, 
y sus relaciones constitutivas determinarán los elementos de circuito correspondientes. 
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Ahora bien, en cada proceso concreto y una vez elegidas las variables conjugadas, la 
información de qué elementos de circuito intervienen en el modelo en red y cómo se 
conectan entre sí, se obtiene del modelo matemático y no de consideraciones de tipo 
físico acerca del papel que juegan estas variables.  
En síntesis, en la teoría de redes, la viabilidad de un modelo en red supone: 
i) La existencia de una red independiente del tiempo. 
ii) La existencia de una magnitud jN-N´ llamada flujo, asociada a cada rama que 
conecta los nudos N-N´ y que va de N a N´. jN-N´ obedece las leyes de Kirchhoff para 
corrientes (LCK). 
iii) La existencia de una magnitud, φ, asociada a cada nudo, tal que la 
diferencia XN-N´ = φN - φN´, llamada fuerza, obedece la ley de los voltajes de Kirchhoff 
(LVK). 
Las relaciones entre flujo y fuerza asociados a una rama y sus (dos) nudos límite, 
que pueden incluir o no variaciones temporales de estas variables que se dicen 
conjugadas, definen los elementos concretos del circuito equivalente a esa rama. La 
relación causa-efecto entre las variables conjugadas es completamente arbitraria con tal 
que sea consistente con ii) y iii). 
III.2.1 Monopuertas básicas: 
A la red se le asocia un conjunto de flujos que obedecen a una ley de balance local 
y un conjunto de fuerzas que satisfacen la condición de unicidad. Tales requisitos dan 
cuenta de la topología de la red relativa al proceso. Las propiedades topológicas 
dependen únicamente de la asignación de conexiones entre los diferentes puntos o de las 
posibles combinaciones de trayectorias que unen un nudo dado con otros nudos. Son 
independientes de las medidas y, desde un punto de vista topológico, dos grafos son 
iguales o isomorfos si las asignaciones de vértices y ramas son las mismas. 
Las leyes de Kirchhoff establecen relaciones entre flujos y fuerzas por separado, 
pero no expresan ningún tipo de relación entre flujos y fuerzas entre sí. Las relaciones 
entre el par conjugado flujo-fuerza se conocen como ecuaciones constitutivas o 
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fenomenológicas y definen los elementos de circuito que expresan características 
específicas de cada proceso. Se dice que dos grafos son geométricamente iguales si los 
potenciales y flujos de cada par de puntos y su rama correspondiente son iguales para 
cualquier conjunto de valores que puedan ser elegidos para los flujos o las fuerzas. Las 
propiedades geométricas de la red, es decir, sus características métricas, se siguen de las 
relaciones constitutivas. 
Las relaciones constitutivas se pueden establecer entre las variables de un par 
flujo-fuerza, en cuyo caso se habla de monopuerta. 
Una primera clasificación está relacionada con lo que en electricidad se conoce 
como elementos pasivos y activos. Los elementos pasivos no generan potencia; bien la 
disipan (transformación energética), bien tienen la capacidad de almacenarla y/o 
entregarla a la red; constituyen lo que llamamos monopuertas pasivas. 
Las fuentes de tensión y corriente son elementos activos, generan potencia de 
acuerdo a una determinada ley; son las monopuertas activas o fuentes (es posible, no 
obstante, que una relación constitutiva correspondiente a una monopuerta pasiva pueda 
ser representada mediante una monopuerta activa donde la función de control es una 
constante). 
III.2.1.1 Monopuertas pasivas 
En función de la relación expresa existente entre las variables LCK y LVK las 
monopuertas pasivas tienen nombre específicos: 
Monopuerta resistiva. 
 Es un elemento de circuito asociado a una relación entre las derivadas temporales 
de las variables flujo y fuerza de una misma rama, mediante una función independiente 
del tiempo que llamaremos resistencia, R, que puede depender o no del flujo o de la 
fuerza: 
dX(t)/dt = R dJ(t)/dt 
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Por tanto,  
R = dX(t)/dJ(t) 
A partir de esta expresión es posible relacionar las variables en forma finita y 
escribir: 
X(t) = FR(J) 
o bien 
J(t) = FR
-1(X) 
expresiones que no contienen la variable tiempo. 
 
Una monopuerta resistiva es lineal cuando la relación entre las variables X(t) y J(t) 
lo es, es decir X(t) = R J(t); naturalmente R es una constante en este caso. Su acción es 
instantánea, no importa cuál sea su estado anterior; en este sentido carecen de memoria. 
En su analogía física representan efectos disipativos, fricciones, efectos viscosos, energías 
de reacción, etc., y desde el punto de vista termodinámico son elementos generadores de 
entropía. 
Las monopuertas resistivas no lineales se definen a través de las funciones que las 
caracterizan, J(t) = FR
-1(X)  o  X(t) = FR (J). Constituyen, en definitiva fuentes controladas de 
corriente o tensión, respectivamente. 
La representación simbólica de una monopuerta resistiva se muestra en la figura 
III.1. La traducción al modelo en red es una resistencia eléctrica de valor R ohmios para el 
caso lineal o una fuente controlada de corriente o tensión para el caso no lineal. 
Monopuerta capacitiva.  
Es un elemento de circuito asociado a una relación entre la variable flujo y la 
derivada temporal de la variable fuerza, de una misma rama, mediante una función no 
dependiente del tiempo que designaremos como capacidad, C. 
J(t) = C dX(t)/dt 
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Figura III.1 Representación simbólica de monopuertas resistivas. Fuente: FATSIM-A (Alhama y col. 
[2010a,2010b]) 
 
En estas monopuertas se produce algún tipo de almacenamiento, sin pérdidas (no 
hay disipación energética), y su estado, que no cambia instantáneamente, tiene en 
cuenta todas las operaciones llevadas a cabo en el pasado (tiene memoria). En su 
analogía, representa procesos físicos en los que se produce algún tipo de 
almacenamiento como condensadores, tanques, etc. 
La relación constitutiva anterior puede expresarse en términos de la capacidad: 
C = dq/dX = dFC(X)/dX 
que es  constante cuando la dependencia q = FC(X) es lineal, C = q/X. Las dependencias q = 
FC(X) no lineales, ejemplos de las cuales se presentarán en esta memoria, deben 
estudiarse en cada caso. 
La representación simbólica de la monopuerta capacitiva lineal se muestra en la 
Figura III.2. La traducción al modelo en red es un condensador eléctrico de valor C 
faradios. 
 
Figura III.2 Representación simbólica de una monopuerta capacitiva lineal. Fuente: FATSIM-A (Alhama y col. 
[2010a,2010b]) 
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Monopuerta inercial o inductiva.  
Es el elemento de circuito asociado a una relación entre la variable fuerza y la 
derivada temporal de la variable flujo, de una misma rama, mediante una función no 
dependiente del tiempo, que designaremos como inductancia, L. 
X(t) = L dJ(t)/dt 
que equivale a la relación, no dependiente del tiempo, entre las variables flujo y 
momento: 
p = FL(J) 
Al igual que en el condensador se produce un almacenamiento de energía sin 
pérdidas y su estado tiene memoria. En su analogía representa procesos físicos en donde 
tiene lugar algún efecto de inercia (como la masa en los sistemas mecánicos). 
La relación constitutiva anterior puede expresarse en términos de la inductancia: 
 = dp/dJ = dFL(J)/dJ 
que es constante cuando la dependencia p = FL(J) es lineal, L = p/J. Al igual que en 
la monopuerta capacitiva, las dependencias p = FL(J) no lineales deben estudiarse 
particularmente en cada caso. 
La representación simbólica de la monopuerta inductiva lineal se muestra en la 
figura III.3. La traducción al modelo en red es una inductancia eléctrica o bobina de valor 
L henrios. 
Los procesos de almacenamiento y disipación de energía, bajo la hipótesis de 
continuidad del medio, se originan en todo los puntos del sistema. Los elementos R, C y L 
se identifican sin embargo con regiones pequeñas pero finitas del medio y sus conexiones 
con las otras puertas se realizan con enlaces ideales de energía, es decir, con conductores 
de resistencia nula. 
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Figura III.3 Representación simbólica de una monopuerta inductiva lineal. Fuente: FATSIM-A (Alhama y col. 
[2010a,2010b]) 
 
El que cada elemento pueda ser caracterizado por un par de variables conjugadas 
con una única ecuación constitutiva entre ellas es una hipótesis básica en el MESIR que 
deriva de la teoría de redes. 
Físicamente equivale a decir que es posible elegir un elemento de volumen lo 
suficientemente pequeño como para que su tiempo de relajación interna sea mucho 
menor que el del sistema global, pero suficientemente grande como para que las 
fluctuaciones de las variables que describe el sistema en él sean despreciables. 
III.2.1.2 Monopuertas  activas 
En éstas se produce una aportación o extracción de energía al sistema. Cabe 
distinguir: 
Fuentes constantes.  
Son monopuertas definidas de acuerdo con las expresiones FJ(J) = 0 y FX(X) = 0, 
según se trate de fuentes de flujo o de fuerza, respectivamente. Tienen asignado un 
sentido (o signo) que indica la dirección en que fluye la energía. La representación 
simbólica es la de la Figura II.4 a); eléctricamente se corresponden a pilas o generadores 
de corriente constante. 
Fuentes dependientes del tiempo.  
La relación constitutiva entre las variables tiene la misma forma de las fuentes 
constantes; además, X = X(t) y J = J(t) según se trate de fuentes de fuerza o de flujo. 
Ejemplos de representación simbólica se muestran en la figura III.4. b). 
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Fuentes controladas.  
Se trata de monopuertas especiales asociadas a relaciones constitutivas entre 
variables, conjugadas o no, expresadas mediante cualquier función que no contiene 
explícitamente el tiempo. Se trata de elementos de entradas múltiples con una única 
salida que corresponde a un flujo o una fuerza que depende funcionalmente de otros 
flujos o fuerzas de distintas ramas y nudos, del mismo o diferente circuito. Estas fuentes 
van a permitir especificar acoplos energéticos de distinto tipo. 
 
Existen cuatro tipos de fuentes controladas por una sola variable: 
X = FX (Xc) 
X = FJ (Jc) 
J = FJ (Jc) 
J = FX (Xc) 
según se trate de i) fuentes de tensión controladas por tensión, ii) de tensión controladas 
por corriente, iii) de corriente controladas por corriente y iv) de corriente controladas por 
tensión, respectivamente; F designa una función arbitraria de la variable o variables de 
control. 
La acción de control puede ser ejercida por más de una variable y las funciones de 
control pueden ser complejas. Aunque la monopuerta puede especificarse 
arbitrariamente, su implementación como elemento de circuito puede no ser posible en 
tanto que no esté contenida en las librerías del software elegido. Sin embargo, la teoría 
de circuitos permite, mediante circuitos auxiliares, resolver prácticamente todos los casos 
de diseño de la red eléctrica que se necesiten para cualquier tipo complejo de fuente 
controlada. La representación simbólica de estas fuentes se muestra en la figura III.4 c). 
El potencial de estas monopuertas activas para establecer los modelos en red de 
sistemas fuertemente no lineales es inmenso ya que su uso permite imponer a la 
monopuerta el valor de una variable (en función de variables de otras monopuertas) sin 
influir en la otra variable, cuyo valor, se ajusta a la topología y geometría del modelo en 
red. 
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Figura III.4 Representación simbólica de monopuertas activas. a) fuentes constantes, b) fuentes 
dependientes del tiempo, c) fuentes controladas por una variable, d) ejemplo de fuente controlada por 
varias variables. Fuente: FATSIM-A (Alhama y col. [2010a,2010b]) 
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En muchas situaciones, como veremos, estas fuentes no aportan energía al 
sistema en sentido estricto, en cuanto a que la energía de la fuente sea la responsable de 
la dinámica del proceso. Su uso, sencillamente, es una alternativa que permite modelar, 
mediante componentes eléctricos, las ecuaciones en diferencias finitas obtenidas de la 
manipulación del modelo matemático, en procesos no lineales. 
En términos de componentes eléctricos el software elegido en esta memoria para 
la simulación, Pspice [1994], es capaz de reconocer un largo catálogo de componentes 
eléctricos. En la tabla III.1 se recogen los que usan los programas FATSIM-A y FAHET. 
 
Tabla III.1 Elementos de circuito que usan los programas FATSIM-A y FAHET. Fuente: FATSIM-A (Alhama y 
col. [2010a,2010b]) 
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III.3 EL MESIR COMO MÉTODO DE CÁLCULO NÚMERICO: 
Puesto que la simulación del modelo en red mediante ordenador implica la 
resolución numérica de sus ecuaciones, el método de simulación por redes es, de hecho, 
un método numérico. En el MESIR, el punto de partida es siempre el modelo matemático 
de un cierto proceso, esto es, un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) 
espacio-temporales; la discretización de la variable espacial permite establecer el modelo 
en red o red eléctrica equivalente. Esta es la única manipulación directa que se hace de 
las ecuaciones. 
El modelo en red es el formato que se da al modelo matemático para que pueda 
ser utilizado como entrada (fichero) en un programa de resolución de circuitos eléctricos 
tal como Pspice [1994], Nagel [1975 y 1977]], Vladimirescu [1994] y Kielkowsky [1994]. 
Este software es el que resuelve las ecuaciones de la red proporcionando la solución 
numérica del modelo matemático. 
A continuación se exponen las diferencias de estrategias más notables al 
compararlo con otros métodos numéricos. 
Cuando en una ecuación en derivadas parciales se hace una doble reticulación, 
espacial y temporal, se reemplazan de hecho las derivadas parciales por aproximaciones 
algebraicas, lo que conduce a un conjunto de ‘ecuaciones algebraicas’ que aproximan las 
EDP; para la solución numérica de éstas se utiliza un software adecuado de matemáticas. 
Este procedimiento es la base de los bien conocidos métodos numéricos de diferencias 
finitas, elementos finitos y volúmenes finitos, para la solución de las EDP. 
Como ya se ha comentado, la elaboración del modelo en red pasa por la 
reticulación espacial, pero no temporal. Se parte, pues, de un sistema de ecuaciones en 
derivadas parciales cuya reticulación espacial las convierte en ecuaciones diferenciales 
ordinarias en el tiempo, que son las del circuito correspondiente a una celda elemental. 
La diferencia esencial es, pues, que en los métodos numéricos convencionales se realiza 
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una reticulación simultánea de las dos variables independientes, espacio y tiempo, 
mientras que en el MESIR la reticulación es sucesiva; 1ª etapa, una reticulación espacial 
de la que se obtiene el modelo en red y 2ª etapa, una reticulación temporal, realizada por 
el propio software en el proceso de simulación. 
En el MESIR, previa la definición de la variable flujo, j(q,t)=∂φ(q,t)/∂q, las EDP 
toman la forma: 
fi [φ, ∂φ/∂t, ∂
2φ/∂t2, j, ∂j/∂q, ∂j/∂t, q, t] = 0 
que con la discretización espacial se convierten en: 
Fi [φ, dφ/dt, d
2φ/dt2, j, dj/dq, dj/∂t, q, t] = 0 
que son las ecuaciones del circuito (la conexión entre j(q,t) y φ(q,t) no se deshace). 
 
Si j(q,t)= ∂φ(q,t)/ ∂qi no es una definición, sino una relación física entre variables 
definidas independientemente, la red puede considerarse como una descripción 
alternativa del sistema. Si además j corresponde a un flujo de transporte de una cierta 
magnitud, amén de lo anterior, los elementos del circuito y ciertos parámetros derivados 
del conjunto de la red (como la impedancia) pueden dotarse de un significado físico 
equivalente al que tienen en el transporte de la carga eléctrica. 
En estos casos es evidente que el MESIR proporciona más información que la 
estricta respuesta numérica del sistema. 
 
III.4 SIMULACIÓN EN PSPICE: 
Una vez obtenido el modelo en red se procede a su análisis. Para lo cual FATSIM-A 
y FAHET vuelcan los datos Pspice [1994] que es un software muy adecuado para la 
solución de circuitos eléctricos. Las dificultades estarán, inicialmente, en el aprendizaje de 
un lenguaje de programación, que puede ser de texto o gráfico; sin embargo se trata de 
dificultades fáciles de salvar dado que son muy pocas las reglas de programación que se 
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requieren (téngase en cuenta que los modelos están constituidos por muy pocos 
dispositivos como se verá en el siguiente capítulo). 
Pspice ha sido utilizado por otros autores para resolver problemas de otras 
disciplinas. Baker y Shortt [1990] estudian el comportamiento de componentes 
integrados en diferentes rangos de temperatura, Bello [1991] lo aplica a la resolución de 
problemas mecánicos, Herber [1992] lo aplica a la resolución de ecuaciones diferenciales 
ordinarias, Hamill [1993], a problemas estadísticos y relacionados con el caos, etc. 
En el proceso de simulación el circuito se presenta al ordenador como un conjunto 
de ecuaciones matemáticas y éste, mediante procedimientos de análisis numérico, 
proporciona toda la información solicitada por el investigador para cada tipo de análisis. 
De esta forma se obtienen los datos correspondientes a medidas típicas de laboratorio 
con un margen de error despreciable y sin afectar al circuito; más aún, pueden alterarse 
las condiciones iniciales, de contorno, y las características térmicas del medio con 
sencillos cambios en el programa, y el análisis puede aportar datos sobre el 
comportamiento del circuito más allá de los límites que virtualmente se pueden obtener 
con medidas reales. 
La simulación está estructurada en cinco subprogramas principales, que 
interaccionan entre ellos a través de una estructura de datos que es almacenada en un 
área común del programa. Estos subprogramas son: entrada, organización, análisis, salida 
y utilidades, (ver figura III.5). 
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Figura III.5 Diagrama bloques del programa de simulación de circuitos Pspice. Fuente: FATSIM-A (Alhama y 
col. [2010a,2010b]) 
 
El subprograma de entrada lee el archivo de entrada, construye una estructura de 
datos y chequea el circuito. El de organización, una vez que el programa se ha ejecutado 
con éxito, construye las estructuras adicionales de datos que serán requeridas en el 
programa de análisis, parte esencial de la simulación. El subprograma de salida genera y 
organiza, en la memoria central, los resultados solicitados por el usuario en forma 
tabulada o gráfica. Las utilidades son aspectos secundarios no relacionados directamente 
con la simulación; éstas permiten, por ejemplo, almacenar componentes o partes de 
modelos para ser compartidos por otros usuarios. 
El subprograma análisis es la parte importante del programa de simulación. 
Ejecuta los análisis del circuito requeridos, de acuerdo con las indicaciones del archivo de 
entrada; la información resultante se la facilidad de uso del programa reside en los 
subprogramas de entrada y salida, el programa de análisis, que contiene algoritmos más 
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complejos y consume la fracción mayor del tiempo de computación, determina la 
eficiencia de la simulación. 
En el proceso de simulación, se obtiene la solución numérica de la representación 
matemática del modelo en red. Esta contiene i) las ecuaciones matemáticas de los 
diferentes tipos de monopuertas, ii) las ecuaciones correspondientes a las restricciones 
impuestas por las leyes de Kirchhoff, propias de la teoría de circuitos, que han de 
satisfacerse entre las ramas y nudos del circuito, y iii) la información particular sobre la 
interconexión de los diferentes componentes eléctricos de cada modelo. Toda esta 
información compone un extenso sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales del tipo: 
Fi [φ, j, dφ/dt,  dj/dt, t] = 0 
donde φ = (φ1, φ2, ..., φn) y j = (j1, j2, ...jm) son vectores formados por las variables 
dependientes del circuito, corrientes y tensiones, y F, en general, un operador no lineal. 
El conjunto de tareas que componen el proceso de simulación puede ser agrupado 
en los siguientes tópicos (o algoritmos de computación), i) formulación de las ecuaciones, 
ii) solución de ecuaciones lineales, iii) solución de ecuaciones no lineales y iv) integración 
numérica. 
Pspice es miembro de la familia de programas de simulación de circuitos Pspice2 
(Nagel, [1975]). Mucho más potente y rápido que sus predecesores, fue desarrollado en la 
Universidad de California en los años setenta y utiliza algoritmos numéricos más refinados 
con formatos de entrada-salida idénticos. 
El uso extendido de Pspice da fe de su capacidad para el tratamiento de una 
extensa variedad de problemas en simulación de circuitos, resolviendo: 
i) respuesta en corriente continua. 
ii) respuesta transitoria en el tiempo y análisis de Fourier en el dominio de la 
frecuencia. 
iii) análisis de pequeña señal en corriente alterna y distorsión. 
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De estas posibilidades nuestro interés se ciñe al estudio de transitorios y 
estacionarios. 
En el análisis de continua Pspice determina el punto de trabajo, es decir, los 
valores de polarización de sus componentes en ausencia de excitaciones alternas. Para 
este cálculo se elimina la acción de los condensadores y bobinas, los primeros quedan 
como circuitos abiertos y las bobinas se cortocircuitan. 
Para el análisis transitorio Pspice parte del intervalo de tiempo (0,T) solicitado, que 
puede ser menor o mayor que la duración del transitorio, y facilita los datos en forma de 
listado o mediante gráficas. Si los resultados se quieren en forma tabular el usuario debe 
indicar el instante inicial, el final, el paso temporal y el número de variables listadas; si se 
solicitan en forma gráfica, una sentencia de programa permite organizarlos y 
almacenarlos para ser utilizados con ese propósito en cada momento. 
La formulación de las ecuaciones del circuito se realiza mediante el método 
conocido como Análisis 
Nodal Modificado que permite crear un sistema de ecuaciones casi simétrico que 
se resuelve con un esfuerzo computacional comparable a otros métodos más simples. 
La capacidad de análisis transitorio en un programa de simulación requiere: i) 
transformar las ecuaciones diferenciales de las monopuertas con capacidad de 
almacenamiento energético en un sistema de ecuaciones algebraicas correspondientes a 
un estado de “cuasi corriente-continua”; este proceso proporciona, mediante un 
algoritmo de integración, los datos de partida de las mencionadas monopuertas cada vez 
que se produce un incremento de la variable tiempo, ii) fijar el error local de 
truncamiento (dependiente directamente del intervalo de tiempo) en el algoritmo de 
integración anterior, y reajustar el intervalo de tiempo mediante iteración hasta 
conseguir niveles de error prácticamente nulos. 
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La solución transitoria se determina computacionalmente extrayendo del intervalo 
temporal un conjunto discreto de instantes (0, t1, t2, ..., T). En cada uno de ellos, 
empezando por 0, el tiempo se incrementa una pequeña porción o paso, δt, y, mediante 
métodos de integración (algoritmo implícito de Backward-Euler) y procesos de iteración 
hasta conseguir la convergencia, se resuelven las ecuaciones algebraicas equivalentes de 
las monopuertas que contienen derivadas temporales; cada iteración requiere de la 
linealización de las ecuaciones del modelo y de su solución; el método de linealización es 
el de Newton-Raphson que utiliza una serie de Taylor truncada después del término de 
primer orden. 
Para la solución del sistema matricial de ecuaciones lineales se utiliza el método 
de factorización LU que elimina directamente las incógnitas (este método descompone la 
matriz de coeficientes en producto de matrices triangulares, “lower and upper, LU”, cuyas 
inversas no precisan ser calculadas, lo que redunda en un menor esfuerzo 
computacional). Para minimizar el esfuerzo de cálculo, las ecuaciones  reordenan usando 
el método de Markowitz. 
La implantación del método de Newton-Raphson para resolver las ecuaciones no 
lineales requiere de algunas modificaciones debido a la naturaleza exponencial de las 
ecuaciones que modelan ciertos dispositivos eléctricos y que pueden dar lugar a 
“overflow” numéricos. Nagel, en su tesis, concluye que el método de Colom, encuadrado 
dentro de los llamados “simple-limiting methods” es el más fácil de implementar y 
requiere el menor número de ecuaciones para converger; además, se incorpora un nuevo 
criterio de convergencia basado en el grado de aproximación de las ecuaciones de rama 
linealizadas respecto de las ecuaciones originales no linealizadas, criterio que es 
independiente de qué variables del circuito sean elegidas como incógnitas en el algoritmo 
de formulación de las ecuaciones. 
Los métodos de integración implantados en Pspice incorporan un proceso de 
variación dinámica del paso del tiempo de integración para mantener una razonable 
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exactitud en la solución y un tiempo mínimo de computación. Pspice utiliza unos métodos 
de integración polinomiales basados en el análisis de error de truncamiento local y en la 
estabilidad (propiedades contrapuestas). 
Debido a que ciertos circuitos (que contienen constantes de tiempo de valores 
muy diferentes) pueden dar lugar a un sistema de ecuaciones “stiff”, es conveniente que 
el algoritmo de integración sea “stiffestable”. 
Para conseguir este objetivo se utilizan métodos de integración trapezoidal y Gear 
de orden variable de dos a seis. 
Tras conseguir la convergencia, la solución se almacena y se reinicia el proceso 
para el instante siguiente. El paso δt es, en consecuencia, variable de unos tramos del 
intervalo a otros; el programa los ajusta en función de la precisión exigida a los resultados 
de manera que el tiempo de computación sea el mínimo. Los datos de simulación 
correspondientes a tiempos fuera del conjunto discreto de instantes 0, t1, t2, ..., T se 
obtienen por interpolación. 
La Figura II.6 representa un diagrama de flujo que ilustra los cuatro algoritmos de 
computación que tienen lugar en la simulación de un proceso transitorio (para simplificar 
se ha supuesto un δt constante). 
Para el análisis de continua el lazo externo de la figura no se utiliza y, si el circuito 
contiene sólo elementos lineales, una sola iteración proporciona los resultados finales por 
lo que el lazo interior puede eliminarse. 
Los algoritmos utilizados en Pspice, que se documentan en la tesis de Nagel, son el 
resultado de implementaciones, modificaciones y comparaciones cuidadosas de los 
métodos numéricos existentes en el contexto especial de la simulación de circuitos. 
La sintaxis de entrada no requiere especiales disposiciones ordenadas de datos, su 
estilo puede catalogarse más bien como libre y dispone de una razonable fuente de datos 
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que se adjudican por omisión a los componentes cuando éstos no se especifican en 
detalle. También realiza un buen número de chequeos para asegurar que el circuito ha 
sido introducido correctamente y el resto de las sentencias de programa están bien 
escritas, advirtiendo al programador de posibles errores mediante mensajes previos a la 
ejecución. En definitiva, un usuario principiante necesita especificar un número mínimo 
de parámetros y controles de simulación para extraer unos resultados de simulación 
aceptables. 
El programa, por fin, se estructura como un listado que contiene todos los 
componentes eléctricos del circuito (existe la posibilidad de organizar el programa 
mediante subcircuitos), resistencias, condensadores, fuentes, interruptores, etc., que se 
introducen uno por uno indicando el nombre, valor, nudos de conexión y el resto de 
valores de los parámetros característicos. 
El software Pspice se programa en su forma clásica por sentencias, elaborando 
archivos de texto, en un lenguaje relativamente simple (alternativamente es posible 
elaborar archivos por medio de la opción gráfica ‘schematics’ seleccionando directamente 
los elementos de circuito y conectándolos eléctricamente entre si en forma de esquema 
eléctrico). La sintaxis de entrada no requiere especiales disposiciones ordenadas de datos, 
su estilo puede catalogarse más bien como libre y dispone de una razonable fuente de 
datos que se adjudican por omisión a los componentes cuando estos no se especifican en 
detalle. También realiza un buen número de chequeos para asegurar que el circuito ha 
sido introducido correctamente y el resto de las sentencias de programa están bien 
escritas, advirtiendo al programador de posibles errores mediante mensajes previos a la 
ejecución. En definitiva, un usuario principiante necesita especificar un número mínimo 
de parámetros y controles de simulación para extraer unos resultados de simulación 
aceptables. 
El programa, por fin, se estructura como un listado que contiene todos los 
componentes eléctricos del circuito (existe la posibilidad de organizar el programa 
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mediante subcircuitos), resistencias, condensadores, fuentes, interruptores, etc, que se 
introducen uno por uno indicando el nombre, valor, nudos de conexión y otros 
parámetros característicos. 
El programa Pspice (como, en general, cualquier otro software de resolución de 
circuitos eléctricos) ofrece muchas posibilidades para el estudioso de los sistemas 
térmicos: 
- Permite conocer directamente el estacionario del sistema térmico (BIAS POINT), 
mediante el análisis en continua del circuito, antes referido. La opción ‘.TRANS’ 
proporciona el transitorio del proceso. 
- Con el análisis en alterna se obtiene de forma inmediata el análisis de respuesta 
en frecuencia del sistema térmico. 
-La aplicación Probe muestra de forma gráfica los resultados de la simulación con 
la máxima precisión que da el programa. Esta aplicación permite también la 
representación de funciones resultado de operaciones entre variables de la simulación. 
Por ejemplo, las curvas de la admitancia o la impedancia del sistema (cociente entre 
corriente y tensión o viceversa) pueden ser directamente obtenidas de Probe. 
-El software admite la parametrización del modelo en red (sentencia PARAM), lo 
que constituye un modo ventajoso de utilizar la técnica de cambiar de valores los 
componentes del circuito para obtener soluciones de problemas similares. 
-Las sentencias ‘.PARAM’ y ‘.STEP’ combinadas obtienen la variación secuencial de 
la respuesta del sistema ante la variación de un parámetro, lo que es una herramienta 
muy útil para problemas sencillos de optimización (una o dos variables). 
-La aplicación Stimulus permite la confección de fuentes de tensión o corriente de 
prácticamente cualquier forma, que pueden representar cualquier estímulo del sistema. 
-Admite la ejecución sucesiva de programas, técnica que permite arrancar 
indefinidamente Pspice por otro programa y resolver el circuito para una amplia gama de 
valores de los componentes. En este caso el programa actúa como un ‘solver’, cuya 
misión es resolver las ecuaciones diferenciales del sistema, mientras que al otro programa 
se le confía la resolución de un problema más amplio. 
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En relación con la presentación de resultados, Pspice permite acceder a los 
resultados de la simulación (temperaturas y flujos de calor en todo el medio) de dos 
formas: directamente usando su propio entorno gráfico, muy intuitivo y potente, o 
accediendo a los archivos de salida de datos los cuales muestran los resultados en forma 
tabulada; en general estos resultados vienen dados usando como variable independiente 
el tiempo, por lo que son muy útiles en problemas transitorios pero no tanto en 
problemas estacionarios. 
 
Figura III.6 Operaciones en el análisis  de circuitos. Fuente: FATSIM-A (Alhama y col. [2010a,2010b]) 
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IV.  PROGRAMA FAHET: 
El programa FAHET (Alhama y col. [2010a]), es en realidad un MESIR (Método de 
Simulación por Redes), que se basa en los fundamentos de la teoría física de flujos de 
agua con transporte de calor en medios porosos, descrita en el capítulo II de esta 
memoria. Se ciñe a la dinámica del flujo de aguas subterráneas confinadas o libres 
(acuíferos) en contacto con fronteras térmicas o de otro tipo.  
Proviene de una  adaptación de FATSIM-A (Alhama y col. [2010a, 2010b]), 
(programa de simulación flujo de fluidos con transporte de soluto en medios porosos, al 
transporte de calor. La diferencia entre ambos procesos físicos está asociada a que el 
transporte de calor está determinado por las características térmicas del medio poroso y 
por la propia estructura porosa, mientras que en el transporte de sal sólo influye la 
estructura porosa. Por lo demás, la estructura de ambos programas es muy similar. 
Se presenta al usuario en un entorno tipo ventana muy sencillo, su manejo es  
paso a paso: las acciones y opciones posibles tales como selección y definición del 
problema, entrada de datos, creación y manipulación de archivos de modelos, opciones 
de simulación, simulación avanzada, presentación de resultados, etc. Los archivos de 
modelos en red se ejecutan en PSpice [1994] y los resultados de simulación se ofrecen 
directamente en el entorno, gráfico o tabulado de salida de PSpice o bien, (en mayor 
detalle) en el entorno gráfico del software MATLAB [1997]. Además, FAHET permite 
también presentar soluciones animadas de las isolíneas de concentración y flujo (función 
de corriente) en problemas transitorios. 
 En el esquema siguiente se muestra el funcionamiento del programa: 
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Figura IV.1 Operaciones en el análisis  de circuitos. Fuente: Manual de FAHET (Alhama y col. [2011]) 
 
El manejo del programa se puede consultar en la copia del manual de 
funcionamiento y manejo de FAHET, que se recoge en el anexo de esta memoria.  
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V.  ESTADO DEL ARTE DEL PROBLEMA DE ELDER: 
V.I. INTRODUCCIÓN: 
Es uno de los primeros ejemplos de fenómeno de convección libre geotérmica en 
donde la masa del fluido es impulsada por el efecto de densidad variable causado por el 
gradiente térmico en su seno. Es un  problema patrón tanto en el campo computacional 
de transferencia de calor con flujo de fluido como en el campo de la transferencia de 
masa con flujo de fluido. El complejo patrón del campo transitorio de temperaturas, muy 
difícil de obtener con la requerida exactitud, se usa frecuentemente para verificar la 
fiabilidad de los códigos numéricos.  
Su riqueza  como problema en cuanto a las implicaciones físicas y numéricas se 
debe a las fascinantes características del flujo, organizado en celdas de convección, lo 
convierte aun hoy en un tópico de discusión. 
 
V.2. HISTORIA: 
El problema original, que se refería a un flujo laminar encerrado en una caja 
rectangular parcialmente  calentado por abajo y modelado en su sección transversal, fue 
estudiado por Elder [1967]); fue publicado y discutido en dos documentos, uno estudio 
del estado ( 1967a Elder) constante, el otro el caso transitorio ( 1967b Elder). 
Los experimentos originales fueron realizados con  una diferencia de temperatura 
aplicada en la parte inferior de cajas cerradas llenas de esferas de vidrio o bolas de 
plástico. Al realizar el calentamiento sólo la parte inferior, conduce a algunos 
investigadores a la expresión `problema calentador corto` (Prasad y Simmons , 2003). El 
aparato más grande que se conoce ha sido de 0.356 m en horizontal y 1,8 m en dirección 
vertical. 
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El debate controversial sobre las soluciones válidas para el problema ha 
contribuido sin duda a su popularidad. 
Desafortunadamente una descripción completa de los experimentos, incluyendo 
todos los valores de los parámetros, no se da en las publicaciones. Conductividades 
térmicas e hidráulicas, así como las diferencias de temperatura, aplicados en las cajas de 
diferente altura; no se detallan en las publicaciones. 
Los experimentos Elder se han convertido en factible como punto de referencia 
para los estudios hidrológicos y geotérmicos debido al proyecto HYDROCOIN, un proyecto 
internacional para 'Modelización de los procesos geotérmicos del agua subterránea para 
la Evaluación de su acción en los cofinamientos de residuos nucleares' (1988, 1990). A 
medida que la eliminación de residuos nucleares en formaciones de sal subterránea es 
discutida como una opción, la interacción de flujo y transporte de sal se estudió dentro de 
ese proyecto. El problema saltdome (HYDROCOIN 1988 ) se definió para ese propósito, 
pero fue visto como demasiado difícil debido a la presencia de la convección libre y 
forzada.   
Los valores de las variables para el problema de Elder, tal como se define en el 
proyecto HYDROCOIN, se recogen en la siguiente tabla: 
Variable  Symbol  Value  Unit  
Porosidad φ 0.1  -
Permeabilidad K 4.845x10-13  m2  
Viscosidad dinámica µ  10-3  Kg/m/s  
Difusividad térmica  α  3.565x10-7  m2/s  
Dif. de densidad  Δp  200  kg/m3'  
Altura H  150  m  
Longitud L  600  m  
Rayleigh Ra  400  - 
Tabla V.1 Valores de las variables del problema de Elder, que se recogen en el proyecto Hydrocoin. Fuente: 
Holzbecher, E. (1998). 
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V.3 MODELO REGIÓN, LÍMITES Y LAS CONDICIONES DE CONTORNO:  
En el experimento la longitud del eje horizontal es cuatro veces la altura del 
sistema, y la mitad central (en el caso térmico) o sujetos a disolución de sal (en el caso de 
solución salina). Varios científicos prefieren para modelar la mitad del sistema, teniendo 
en cuenta la simetría de espejo con respecto a la línea central vertical. Un bosquejo de la 
región del modelo reducido (o mitad) y las condiciones de contorno  se da en la figura 
V.1: 
 
Figura V.1: Esquema modelo reducido del problema de Elder con las condiciones de contorno. Fuente: 
Holzbecher, E. (1998). 
 
Hay una condición de no flujo para el flujo en todos los bordes. En términos de la 
cabeza o presión hidráulica esto se expresa como una condición Neumann; en términos 
de la función de corriente es una condición de Dirichlet, por lo general con el valor 
prescrito ψ = O. Para el transporte hay condiciones de Dirichlet con valor especificado en 
las partes con calefacción y refrigeración de la frontera, mientras que en las otras 
fronteras exteriores es una condición Neumann sin caudal  ⁄ 	= 0. En borde de la 
simetría la misma condición tiene que ser necesaria debido a la simetría.  
Condición inicial es el estado de equilibrio isotérmico, con la temperatura fría.  
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V.4 ENFOQUES NUMÉRICOS:  
El Mismo Elder ya realizó modelos numéricos para la simulación de sus 
experimentos. Enfoque de modelado de Elder se basa en una formulación no dimensional 
con función de corriente ψ una temperatura normalizada  como variables dependientes. 
Se aplicó el método de diferencia usando una malla con 81 nodos x21, y presentó 
resultados de equilibrio y el desarrollo temporal de la transferencia de calor, expresado 
en el sistema sin dimensiones como el número de Nusselt. 
Los diferentes tipos de Elementos Finitos, mallas rectangulares triangulares, 
lineales, funciones de forma cuadrática o bi-cuadráticas, mixta e híbrida, en malla regular 
e irregular han sido aplicadas por varios modeladores que utilizan varios códigos para 
modelar el experimento para longitudes mayores (Voss y Souza 1987, Kolditz et al. 1998, 
Ackerer et al. 1999, Oltean y Bues 2001, Simpson y CIement 2003, Younes 2003, Woods y 
Carey 2007). Enfoques volumen finito también han sido probados (Frolkovié y de 
Schepper 2001, Johannsen 2002, Johannsen 2003). El experimento Elder también se 
utilizó para la evaluación comparativa del enfoque de lattice Boltzmann para ese tipo de 
problemas (Thorne y Sukop 2004). Soto-Meca et al. (2007), la toman como punto de 
referencia para un método de simulación de  redes.  
 
V.5 RESULTADOS DE ESTUDIOS PREVIOS: 
Al principio una capa difusiva aparece en el límite calefactado, que se vuelve 
inestable después de un período inicial. Aparecen varios dedos, los más fuertes en ambos 
extremos del intervalo calefactado. La emergencia de los regímenes de flujo con el 
número de rollos. Para el modelo de referencia para la convección de solución salina tal 
como se define en el proyecto HYDROCOIN la comparación se hace generalmente en 
instantes de tiempo 1 A, 2 A, 4 A, 10 A , 15 A y 20 A. Para el conjunto de referencia - con 
Ra = 400- Elder, en su segunda publicación, observa el régimen de flujo final con un solo 
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remolino en el sistema- mitad, es decir, con dos remolinos giran en sentido contrario en 
toda la región. 
Diferentes soluciones se discuten para el problema Elder que en su mayoría se 
centran en los resultados de la solución; en la más grande de tiempo considerado en la 
propuesta original, es decir, después de 20 A. Elder  es quien da una solución con la 
velocidad a la baja en el centro, que se corresponde con un solo dedo como inicio del 
movimiento del flujo en todo el sistema y un solo remolino cuando alcanza el estacionario 
en el sistema-mitad. Voss y Souza ( 1987 ) presentan una solución de este tipo mediante 
elementos finitos . En contraste Oldenburg y Pruess ( 1995 ) , Kolditz et al ( 1998 ) , así 
como Prasad y Simmons ( 2003 ) informan de una solución con velocidad ascendente en 
el centro , que corresponde con dos dedos en todo el sistema y dos remolinos en el 
sistema-mitad. Los estudios con mayor refinamiento rejilla han obtenido una solución con 
tres dedos (Diersch y Kolditz 1998 , Frolkovic y De Schepper 2001) . 
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VI.  DESARROLLO DEL TRABAJO 
En primer lugar se realiza el estudio del problema de Elder con FAHET. En segundo 
lugar se realiza varias simulaciones, mediante el mismo programa, variando los valores de 
las variables características (excepto la altura H y la gravedad g) pero conservando el 
Ra=400. Para finalmente comparar los patrones obtenidos en las simulaciones con los 
obtenidos en el estudio inicial del problema. 
 
VI.1. ESTUDIO NUMÉRICO DEL PROBLEMA GEOTÉRMICO DE ELDER MEDIANTE 
FAHET: 
Para el estudio mediante FAHET, tomamos el modelo mitad de 300 x 150 metros, 
para ahorro de tiempo computacional. Para la implementación y análisis del modelo se ha 
empleado la metodología y software descrito en el capítulo IV: FAHET para la creación del 
modelo y generación del circuito eléctrico equivalente, y Pspice para el análisis y cálculos 
numéricos. Posteriormente, para la obtención de gráficas de resultados, emplearemos las 
opciones gráficas de FAHET, que se apoyan en el programa informático MATLAB para la 
elaboración de dichas gráficas. 
 
VI.1.1. Implementación del modelo en Fahet: 
 
El modelo reticular elegido se compone de 1600 celdas: 80 en horizontal x 20 en 
vertical con mallado de 3.75 m. de largo x 7.5 m. de alto. 
 
Las condiciones de contorno  recogidas en el capítulo anterior, se describen a 
continuación y se detallan en el esquema de la figura VI.1: 
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Temperatura: 
Isoterma fría (0ºC) en el borde superior, adiabática en los bordes laterales 
izquierdo y derecho y en la mitad izquierda borde inferior; y la isoterma o foco caliente 
(1ºC) en la mitad  derecha borde inferior.  
 
Flujo: 
Frontera impermeable en todos los bordes de la región (ᴪ=0). 
 
 
Figura VI.1: Esquema del modelo mitad con sus dimensiones y las condiciones de contorno. Elaboración 
propia. 
 
El modelo a estudiar implementado en FAHET, presenta los siguientes valores de 
las variables características, descritos en el capítulo anterior, que son los mimos que 
recoge el modelo matemático del problema formulado en 2-D adimensionalmente en 
forma clásica; (valores que hay que introducírselo a todas las celdas): 
Constantes globales: 
Viscosidad (µ): 10-3 Kg/m/s 
Aceleración de la gravedad (g): 9,81 m/s2 
Máximo cambio de densidad del fluido (Δρ): 200 Kg/m3 
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Propiedades de las celdas: 
Permeabilidad en X (Kx): 4845 x 10
-13 m2 
Permeabilidad en Y (Ky): 4,845 x 10
-13 m2 
Difusividad térmica en X (αx): 3,565 x 10
-7 m2 
Difusividad térmica en Y (αy): 3,565 x 10-7 m2 
Calor específico del fluido: 4180 J/Kg/ºk 
 
 
 
Figura VI.2: Mallado 80 x 20 del problema  estudiado.  Elaboración propia. 
 
Una vez introducido el mallado, las condiciones de contorno y los valores de las variables, 
comunes a todas las celdas,  que rigen el problema  hay que introducir los datos de simulación: 
Datos de simulación 
Se trata de una serie de datos que hay que proporcionarle a FAHET, según las propiedades 
del modelo a estudiar, se han de modificar con el fin de lograr la convergencia del mismo: tiempo 
final de computación, discretización del dominio temporal (incremento del tiempo), precisión del 
modelo y tolerancias, entre otros. 
Tras varias simulaciones, con más y menos tiempos y con mayores y menores 
tolerancias relativas se encuentra que con el tiempo final de 8,84 x 109  incremento de 
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tiempo 6,31 x 107 y una tolerancia relativa de 1 x 1015, con el modelo definido hasta ahora 
se forman todos los patrones del problema de Elder excepto el ultimo (el estacionario); 
para ello habría que irse a tolerancias relativas más bajas y tiempos finales más altos lo 
que nos llevaría a tiempos computacionales muy altos, por lo que nos quedaremos en 
esta investigación en el penúltimo patrón de Elder (a pesar de no llegar al estacionario). 
 
ARCHIVO DEL MODELO IMPLEMENTADO: 
*DEFINICIÓN DE PARÁMETROS 
* Valor global de la viscosidad 
.PARAM Viscosity = 0.001 
* Constante de gravitacion universal 
.PARAM Gravity = 9.81 
.PARAM FluidDensityChange = 200 
* Alto total del modelo 
.PARAM TotalHeight = 150 
.PARAM Layer_PermeabilityX = 4.845E-13 
.PARAM Layer_PermeabilityY = 4.845E-13 
.PARAM Layer_DiffusivityX_pore_fluid = 3.565E-07 
.PARAM Layer_DiffusivityY_pore_fluid = 3.565E-07 
.PARAM Layer_SpecificHeatFluid = 4180 
.PARAM Layer_SpecificHeat_pore_fluid = 4180 
.PARAM Layer_Width = 3.75 
.PARAM Layer_Height = 7.5 
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DEFINICIÓN DE SUBCIRCUITOS: 
* Circuit Layer (Layer) 
.SUBCKT Layer 1 2 4 5 3 7 8 10 11 9 6 
 * Temperature 
Cc 3 6 {Layer_SpecificHeat_pore_fluid / Layer_SpecificHeatFluid} IC=0  
Rcxl 1 3 {(Layer_Width^2/2) / ((Layer_SpecificHeatFluid / Layer_specificHeat_pore_fluid) 
* Layer_DiffusivityX_pore_fluid)} 
Rcxr 3 2 {(Layer_Width^2/2) / ((Layer_SpecificHeatFluid / Layer_specificHeat_pore_fluid) 
* Layer_DiffusivityX_pore_fluid)} 
Rcyl 4 3 {(Layer_Height^2/2) / ((Layer_SpecificHeatFluid / Layer_specificHeat_pore_fluid) 
* Layer_DiffusivityY_pore_fluid)} 
Rcyr 3 5 {(Layer_Height^2/2) / ((Layer_SpecificHeatFluid / Layer_specificHeat_pore_fluid) 
* Layer_DiffusivityY_pore_fluid)} 
Gc1 6 3 VALUE = { ( V(10,11) * V(1,2) ) / (Layer_Width * Layer_Height) } 
Gc2 3 6 VALUE = { ( V(8,7)  * V(5,4) ) / (Layer_Height * Layer_Width) } 
 
* Streamfunction 
Rsxl 7 9  {(Layer_Width^2)/2} 
Rsxr 9 8  {(Layer_Width^2)/2} 
Rsyl 10 9 { (Layer_PermeabilityX / Layer_PermeabilityY) * (Layer_Height^2)/2 } 
Rsyr 9 11 { (Layer_PermeabilityX / Layer_PermeabilityY) * (Layer_Height^2)/2 } 
Gs 6 9 VALUE = { (Layer_PermeabilityY * Gravity * FluidDensityChange * V(1,2)) / 
(Viscosity * Layer_Width) } 
.ENDS Layer 
 
INTERCONEXIÓN ENTRE CLEDAS 
* Cells interconnections 1 
X0101 0101yT 0201yT 0101xT 0102xT 0101T 0101ys 0201ys 0101xs 0102xs 0101s 0 Layer 
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X0102 0102yT 0202yT 0102xT 0103xT 0102T 0102ys 0202ys 0102xs 0103xs 0102s 0 Layer 
… … 
X0120 0120yT 0220yT 0120xT 0121xT 0120T 0120ys 0220ys 0120xs 0121xs 0120s 0 Layer 
 
X0201 0201yT 0301yT 0201xT 0202xT 0201T 0201ys 0301ys 0201xs 0202xs 0201s 0 Layer 
X0202 0202yT 0302yT 0202xT 0203xT 0202T 0202ys 0302ys 0202xs 0203xs 0202s 0 Layer 
… … 
X0220 0220yT 0320yT 0220xT 0221xT 0220T 0220ys 0320ys 0220xs 0221xs 0220s 0 Layer 
 
… … 
X8001 8001yT 8101yT 8001xT 8002xT 8001T 8001ys 8101ys 8001xs 8002xs 8001s 0 Layer 
X8002 8002yT 8102yT 8002xT 8003xT 8002T 8002ys 8102ys 8002xs 8003xs 8002s 0 Layer 
… … 
X8020 8020yT 8120yT 8020xT 8021xT 8020T 8020ys 8120ys 8020xs 8021xs 8020s 0 Layer 
 
LISTADO DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO 
* Boundary conditions for the subcircuit Temperature (T) 
* Top 
VTop0T 0121xT 0 0 
VTop1T 0221xT 0 0 
… … 
VTop79T 8021xT 0 0 
 
* Bottom 
RBottom0T 0101xT 0 1E+15 
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RBottom1T 0201xT 0 1E+15 
… … 
RBottom39T 4001xT 0 1E+15 
VBottom40T 4101xT 0 1 
VBottom41T 4201xT 0 1 
… … 
VBottom79T 8001xT 0 1 
 
* Left 
RLeft0T 0101yT 0 1E+15 
RLeft1T 0102yT 0 1E+15 
… … 
RLeft19T 0120yT 0 1E+15 
 
* Right 
RRight0T 8101yT 0 1E+15 
RRight1T 8102yT 0 1E+15 
… … 
RRight19T 8120yT 0 1E+15 
 
* Boundary conditions for the subcircuit Streamfunction (s) 
* Top 
VTop0s 0121xs 0 0 
VTop1s 0221xs 0 0 
… … 
VTop79s 8021xs 0 0 
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* Bottom 
VBottom0s 0101xs 0 0 
VBottom1s 0201xs 0 0 
… … 
VBottom79s 8001xs 0 0 
 
* Left 
VLeft0s 0101ys 0 0 
VLeft1s 0102ys 0 0 
… … 
VLeft19s 0120ys 0 0 
 
* Right 
VRight0s 8101ys 0 0 
VRight1s 8102ys 0 0 
… … 
VRight19s 8120ys 0 0 
 
LISTADO DE VARIABLES A IMPRIMIR 
* Vars to print 
.PRINT TRAN V(0101T,0) 
.PRINT TRAN V(0102T,0) 
… … 
.PRINT TRAN V(8019T,0) 
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.PRINT TRAN V(8020T,0) 
* 
.PRINT TRAN V(0101s,0) 
.PRINT TRAN V(0102s,0) 
… … 
.PRINT TRAN V(8019s,0) 
.PRINT TRAN V(8020s,0) 
 
LISTADO DE SENTENCIAS FINALES 
.TRAN 6.31E7 8.84E9 0 UIC  
.OPTIONS RELTOL 1E15 
.OPTIONS NUMDGT 4 
.PROBE 
.END 
 
 
VI.1.2. Resultados obtenidos: 
Una vez que todos estos datos son introducidos en FAHET, éste nos genera el 
circuito eléctrico equivalente, tras lo cual es analizado con Pspice. 
Tras el cálculo con Pspice se llama a MATLAB para que nos proporcione los 
resultados en forma de gráficas. 
Las isolíneas obtenidas de la temperatura y de la función de corriente,  con sus 
tiempos se representan a continuación (que como se puede observar corresponden con 
los patrones clásicos del problema de Elder): 
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En la izquierda se representan la función  de corriente y a la derecha la temperatura (continua en la pag. 
siguiente).
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Figura VI.2 Patrones del problema de Elder de Función de corriente (a la izq.) y de Temperatura (a la 
der.) para diferentes tiempos. Elaboración Propia: Resultados Obtenidos con FAHET. 
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VI.2. SIMULACIONES CON FAHET, CAMBIANDO LOS PARÁMETROS 
CARACTERÍSTICOS MANTENIENDO EL Ra=400: 
Con esta adimensionalización, el problema queda caracterizado por un único 
grupo adimensional (Holzbecher [1998]), el número de Rayleigh cuya expresión es          
Ra = (K Δρ g H)/(α µ) como se detalla en el capítulo II (ecuación 1.37), donde K es la 
permeabilidad del terreno en m2, g es la aceleración de la gravedad, Δρ el máximo cambio 
de la densidad del fluido debido a los efectos térmicos en Kg/m3, H la altura del dominio 
en m, µ la viscosidad del fluido en Kg/m/s y α la difusión térmica del terreno en m2/s. Que 
siempre que las variables tengan los valores característicos del problema de Elder 
Ra=400, como se puede comprobar fácilmente aplicando la fórmula en el estudio 
realizado anteriormente. 
En las simulaciones siguientes se estudia los patrones que se formaría 
manteniendo constante el Ra=400, variando los valores de las variables que lo conforman 
excepto la altura H y la gravedad g. 
 
VI.2.1 Simulación con K´=½ K y α´=½ α: 
En esta primera simulación, como en todas las restantes,  se mantiene el  Ra=400. 
En este caso se varía el valor de la permeabilidad K y la difusividad α a la mitad de sus 
respectivos valores característicos del problema de Elder: 
K´= ½ x  (4,845 x 10-13)= 2,4225 x 10-13  y  
α´= ½ x  (3,565 x 10-7)= 1,7825 x 10-7 
 
Todo se mantiene igual al primer estudio realizado, excepto el valor de la 
permeabilidad y difusividad que se le introducen a todas las celdas los valores indicados 
en el párrafo anterior.  
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Una vez realizado esto, se le introducen los datos de simulación:  
Que como se indicó en el primer estudio se trata de una serie de datos que hay que 
proporcionarle a FAHET, según las propiedades del modelo a estudiar, se han de modificar con el 
fin de lograr la convergencia del mismo: tiempo final de computación, discretización del dominio 
temporal (incremento del tiempo), precisión del modelo y tolerancias, entre otros. 
Tras varias simulaciones, con el mismo Δt (6,31 x 107)) y con la misma reltol (1 x 
1015) que en el primer estudio, variando el tiempo final se obtienen con un valor para este 
de  1,77 x 1010  los patrones para la función de corriente y la temperatura, que se detallan 
tras la descripción del archivo del modelo implementado en FAHET. 
 ARCHIVO DEL MODELO IMPLEMENTADO: 
*DEFINICIÓN DE PARÁMETROS 
* Valor global de la viscosidad 
.PARAM Viscosity = 0.001 
* Constante de gravitacion universal 
.PARAM Gravity = 9.81 
.PARAM FluidDensityChange = 200 
* Alto total del modelo 
.PARAM TotalHeight = 150 
.PARAM Layer_PermeabilityX = 2.4225E-13 
.PARAM Layer_PermeabilityY = 2.4225E -13 
.PARAM Layer_DiffusivityX_pore_fluid = 1.7825E-07 
.PARAM Layer_DiffusivityY_pore_fluid = 1.7825E -07 
.PARAM Layer_SpecificHeatFluid = 4180 
.PARAM Layer_SpecificHeat_pore_fluid = 4180 
.PARAM Layer_Width = 3.75 
.PARAM Layer_Height = 7.5 
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DEFINICIÓN DE SUBCIRCUITOS: 
* Circuit Layer (Layer) 
((IDEM PRIMER MODELO)) 
 
INTERCONEXIÓN ENTRE CLEDAS 
* Cells interconnections 1 
((IDEM PRIMER MODELO)) 
 
LISTADO DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO 
 ((IDEM PRIMER MODELO)) 
 
LISTADO DE VARIABLES A IMPRIMIR 
* Vars to print 
((IDEM PRIMER MODELO)) 
LISTADO DE SENTENCIAS FINALES 
.TRAN 6.31E7 1.77E9 0 UIC  
.OPTIONS RELTOL 1E15 
.OPTIONS NUMDGT 4 
.PROBE 
.END 
 
Una vez que todos estos datos son introducidos en FAHET, éste nos genera el 
circuito eléctrico equivalente, tras lo cual es analizado con Pspice. 
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Tras generar FAHET el circuito eléctrico equivalente y ser analizado por Pspice se 
llama a MATLAB para que nos proporcione los resultados en forma de gráficas, detalladas 
a continuación:  
    
    
En la izquierda se representan la función  de corriente y a la derecha la temperatura (continua en la pag. 
siguiente).
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Figura VI.3 Patrones de Función de corriente (a la izq.) y de Temperatura (a la der.) para diferentes tiempos, 
con K´=½ K y α´=½ α. Elaboración Propia: Resultados Obtenidos con FAHET. 
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VI.2.2 Simulación con K´=2 K y α´=2 α: 
En esta simulación, como en las demás,  se mantiene el  Ra=400. En este caso se 
varía el valor de la permeabilidad K y la difusividad α al doble de sus respectivos valores 
característicos del problema de Elder:   
K´= 2 x  (4,845 x 10-13)= 9,69 x 10-13  y  
α´= 2 x  (3,565 x 10-7)= 7,13 x 10-7   
 
Todo se mantiene igual al primer estudio realizado con FAHET, excepto el valor de 
la permeabilidad y difusividad, que se le introducen a todas las celdas los valores 
indicados en el párrafo anterior.  
Una vez realizado esto, se le introducen los datos de simulación:  
Tras varias simulaciones, con el Δt (3,15 x 107)) y con la misma reltol (1 x 1015) que 
en los estudios anteriores, variando a más y menos el tiempo final; se obtienen con el 
tiempo final de  4,73 x 109  los patrones para la función de corriente y la temperatura, que 
se detallan a continuación: 
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En la izquierda se representan la función  de corriente y a la derecha la temperatura (continua en la pag. 
siguiente). 
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Figura VI.4 Patrones de Función de corriente (a la izq.) y de Temperatura (a la der.) para diferentes 
tiempos, con K´=2 K y α´=2 α. Elaboración Propia: Resultados Obtenidos con FAHET. 
 
 
 
 
 
VI.  DESARROLLO DEL TRABAJO 
 
  80 
 
 
VI.2.3 Simulación con K´=4 K, α´=4 α, Δϕ´=2,5 Δϕ y µ´=2,5 µ: 
En esta simulación, como en resto,  se mantiene el  Ra=400. En este caso se varía 
el valor de la permeabilidad K y la difusividad α al cuádruple de sus respectivos valores 
y en 2,5 veces el incremento de densidad máximo del fluido Δρ y su viscosidad µ de sus 
respectivos valores característicos del problema de Elder:   
K´= 4 x (4,845 x 10-13)= 1,938 x 10-12 
α´= 4 x (3,565 x 10-7)= 1,426 x 10-6 
Δρ´= 2,5 x (200)= 500 
µ´= 2,5 x (0,001)= 2,5 x 10-3 
 
Todo se mantiene igual al primer estudio realizado con FAHET, excepto el valor de 
la permeabilidad, la difusividad, el incremento de densidad y la viscosidad que se le 
introducen los valores que se acaban de indicar a todas las celdas.  
Una vez cambiados estos valores en todas las celdas, se le introducen los datos de 
simulación:  
Tras varias simulaciones, con el Δt (3,15 x 107)) y con la misma tolerancia relativa 
(1 x 1015) que en los estudios anteriores, variando a más y menos el tiempo final; se 
obtienen con el tiempo final de  1,89 x 109 los patrones para la función de corriente y la 
temperatura, que se detallan a continuación: 
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En la izquierda se representan la función  de corriente y a la derecha la temperatura (continua en la pag. 
siguiente). 
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Figura VI.5 Patrones de Función de corriente (a la izq.) y de Temperatura (a la der.) para diferentes 
tiempos, con K´=4 K, α´=4 α, Δρ´=2,5 Δρ y µ´=2,5 µ. Elaboración Propia: Resultados Obtenidos con FAHET. 
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VI.2.4 Simulación con K´=10 K, α´=4 α, Δϕ´=3 Δϕ y µ´=7,5 µ: 
En esta simulación, como en resto,  se mantiene el  Ra=400. En este caso se varía 
el valor de la permeabilidad K 10 veces, la difusividad α el cuádruple, el triple el 
incremento de densidad máximo del fluido Δρ y 7,5 veces la viscosidad µ respecto de lo 
valores característicos del problema de Elder:   
K´= 10 x (4,845 x 10-13)= 4,845 x 10-12 
α´= 4 x (3,565 x 10-7)= 1,426 x 10-6 
Δρ´= 3 x (200)= 600 
µ´= 7,5 x (0,001)= 7,5 x 10-3 
 
Todo se mantiene idéntico al primer estudio realizado con FAHET, excepto el valor 
de la permeabilidad, la difusividad, el incremento de densidad y la viscosidad que se le 
introducen los valores que se acaban de indicar a todas las celdas.  
Una vez cambiados estos valores en todas las celdas, se le introducen los datos de 
simulación:  
Tras varias simulaciones, con el Δt (3,15 x 106)) y con la misma tolerancia relativa 
(1 x 1015) que en los estudios anteriores, variando a más y menos el tiempo final; se 
obtienen con el tiempo final de  1,58 x 109  los patrones para la función de corriente y la 
temperatura, que se detallan a continuación: 
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VI.  DESARROLLO DEL TRABAJO 
 
  85 
En la izquierda se representan la función  de corriente y a la derecha la temperatura (continua en la pag. 
siguiente). 
 
    
    
Figura VI.6 Patrones de Función de corriente (a la izq.) y de Temperatura (a la der.) para diferentes 
tiempos, con K´=10 K, α´=4 α, Δρ´=3 Δρ y µ´=7,5 µ. Elaboración Propia: Resultados Obtenidos con FAHET. 
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VII.  CONCLUSIONES: 
En este trabajo se han realizado simulaciones, con FAHET, para un amplio rango de 
valores de las variables o propiedades físicas que interfieren en el problema de Elder, que 
componen el número de Rayleigh, manteniendo este número constante a 400; y en todos 
los modelos de estudio se ha obtenido que las isotermas y los movimientos de flujos 
transitorios son  los mismos e iguales a los patrones del problema de Elder.  
Por lo que se deduce que siempre, que se mantenga el Ra=400 cambiando las 
propiedades físicas del medio poroso y del fluido, y  las condiciones de frontera o de 
contorno sean las del problema de Elder se obtienen los patrones de flujo y temperatura 
característicos del problema de Elder. 
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